A3.6.1 Zeige

a)sin x=2sin(x/2)cos(x/2) fir x€ER.

Bew:sin x=sin (x/2+x/2)=sin(x/2)cos (x/2)+cos (x/2)sin(x/2)=
2sin (x/2)cos (x/2)

b)l-cos x=2sin?(x/2) fir x€R

//83.6.3(2104) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
V z=x+iy, z.,z,€ C gilt:

//3.)cos (z,+z,)=CcosS z,Cc0S zZ,=sin z; sin z, (Additionstheoreme)//

Bew:éiﬁ?(x/Z)Awmzﬁ%:wzcos2(x/2)—cos x=1-sin?(x/2)-cos x =

l-cos x=2sin?(x/2)
Bem:Die Aussagen a) und b( gelten sogar fir ze€C)

tan x + tany

c)tan (x+y)= fir x,y€(-n/2,n/2) mit x+y#=*xm/2.

l- tanxtany
siny + sin x
sin(x+vy) cosxsiny +cosysinx cosy CcoSs X

Bew:tan (x+y) = = , = .
cos (x +y) COS XCOS Yy - sinxsiny 1 Sln X siny

COS X COS Yy
tan x + tany

J-c .
" 1- tanxtany’ falls X'Y¢Eg+kﬂ und x+y#mn/2+kw, insbesondere

X, yE€(-n/2, m/2), x+y#=xmn/2+kn, keZ, x,yeC.
d) O<x-x*/6<sin x<x fir x€(0,v6). _____________________________

MAls Vorbereitung Variation des Leibnizkriteriums:
|Vor:an¢ 0 (n—w) = a_>O V n

0 \
Beh:Z (- l\) an konv und m:Lt S.= Z aV:nENOU{—l},
n=0 \ \ v =0
0 / N
~ /. ~
=Z (-1)¥apgilt:S; L S(A9®), Sxw T S(n—w) und
=0 /\ \

| S— Sn1|<an v QEwalnsbesondere S2n-1<S<S;, ¥V neENp.

/ =8 ) b
Bew: Szn=S2n72_a2nfl+azn=52n72_Li,—n/ <Szu-2 V\QEN
/ 0 -7 N
-7 ~

/
(a2n/ < Ay4)

- N
Son+1=Son-1t >S,,«27da a,lL V neEN,. N

>0 P N

/ -~ . N
Son= SZn 1+a2n282n))7/ nENO, insbesondere SZnH. Szn A0Sy,

,/‘

Son L und nach unten beschriankt = 3 S: —llm Son .

Ssns1 T und nach oben beschridankt = 3 S*: —llm Sonit -

Wegen S*-S= lim (Spner = So)

n— o i qy2n+l
=-1) An+1

=-lim am:1=0 (da a, -~ 0 nach Vor)

n=© n— oo

folgt S*=S = %}g S, existiert und =S (denn S ist einziger HW wvon

(S.)) d.h. =) (-1)*a, konvergiert.
Weiter gilt S,,:<S<S,, V n€N, (da S,,.,; T S(n—w) und S,, L S (n—w))
S-S, <S, -8 | =a, =afallsn =2m
N |S_Sn_1|: 2m-1 2m 2m1//;mr nf
Som-a ~ om-2 = St =y, =a,,fallsn =2m +1
also [|S-S,1l<a, V n€N,.
| Jetzt zur eigentlichen Aufgabenstellung z.z.
0<x-x’/6<sin x<x fiur x€(0, /&)
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Bew:1.Mo6glichkeit (mit obiger Variante Leibnizk)

2n+1 e

Sei x€(0,.6) bel. fest, a,;i=———, S,:=3 (-1)'a, =
en + 1! <
sin x=2 (-1)Yay, So=x0=%x, S;=x-x3/6 =
v =0
3,41 @On + ! xT 2 2 6
a, 1. denn Gann _fn ) X2 = X ;X_<—=1, da
a, Cn +3)!x™ Cn+2@Cn+3)nx2 6 6

x€(0,J6) = a, = 0, denn Z (-1)Yay konvergiert absolut
n— oo V_O

(Konvergenz ist ja schon bekannt) Leibnizkriterium anwendbar:

S x(1-x2/6)=x-%/6=S,<sin x<S,=x
XE(O,'\/E)
Sl
(o)

S
| 0
3 <sln x<
O<x-? x

S,, 1 sin x, S,pn T sin x =
(x-x3/6=x(1- %%/6)>0)
2.Mdglichkeit x>0 (direkt) 0<x-x’/6<sin x<x fir x€(0, /&)

//83.1.2 (1602)Rechenregeln fiir unendliche Reihen//

//Vor:Seien (z.,),(w)<cC und Y z.,,, w konvergent.//

v=0 v=0
//Beh :Notwendiges Konvergenzkriterium//

// 6.)Ist (ng)

Yo Mmit ng:=0, m<ng,;, k€N, eine Teilfolge von //
Ny,i-1
// (n) 7_, und setzt man cy:= zx, VEN,, (zwischen n, und nv.;
k=n,

// gibt es einige n,) so konvergiert die unendliche Reihe //

// Y ¢ und es gilt Y c=) =z (d.h. in konvergenten Reihen//

v =0 v =0 k =0

// darf man beliebig Klammern setzen).//

0 2v+1
X

(.)sin x-(x-x’/6)=sin x—x+x3/6=vz' €D ev + 1! 53.?

=2 26)

konvergent*
2 X9 X2
)+ (1~
6 * 7 9! 10 x 11

11
X

11!

X

* ) +..

X5 X7 X9 X5
=z -2 2 - +—-. .= (1-
5! 71! 9! 5!

qu+1 2
0 X X

1- %5
MZ:; (4M+l)!( (4M+2)(4M+3>)2;(1—6*7

>0 >0
x?<6-7=42 = x<. /6 =
sin x>x-x’/6=x(1-x?/6)>0 V x€ (0, {/6)

2
X

)>0 falls

2v+1

Sy X
(- . ) sin X—X:VZ::(- 1) (2"/ =

' haad
+ D! 3.1.2 6)

konvergent*®
5 7 9 3 2 7 2
p XX X ==X - X)X - X
5/ 71 9l 31 4x5 71 59

3
*

X
3!
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4m+1 2

& __Xx 1— X 3 X2
; ( (4m+1)! ) (~ (4m)(4m+1) )_<—3—! (1—4*5 )<0 falls
¢0 30

x°<4-5=20 insbesondere fiir x°<6 = x€ (0, /6 ).
sin x<x, x<y|6 = sin x-x?/6=x(1-x?/6)>0 V x€(0, /6)

e)Auf C gilt

X=y genau dann, wenn |z|=|w]|
Aquivalenzrelation? Aquivalenzklassen? Ggf zu z=27
Los: z~w reflexiv, da |zl|=lz]l,
z~w symmetrisch, da |z|=|w| = |w|=|z
z~w transitiv, da |z|=|w| & |w|=]|V] Z zl=|v]
wegen =

Aquivalenzrelation, Agivalenzklasse zu 2: {z€Z||z|=2}

f) Konvergiert c,=e?™" fiir n—owo
Los: cy,=e’™"=cos (2mn)+isin (2nwn)=cos (0)+iSin (0)=1 = konvergent

g) Konvergiert d,=e*™ fir n—ow
Los: d Teifolge d&=e“m=(e”m)3§ 1°=1 &
f
3 Teifolge d2n+1=e6nin+3ni= (e2nin) 3 (637[1) =1%* (e3ni) zeniz_l
4 HW 1,-1 = d, divergent
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	//S3.1.2 (1602)Rechenregeln für unendliche Reihen//

