» PRy o v2VF — -
a0.2.1 3 xt(1-xt) =" éa x)* =1, falls x€[-1,1] /{0}
k=0 0, fallsx =0
Losung: |1-x?|<1 & -1<1- x<1 & -2<-x<0 & 0<|x|<./2 =

) 2
Fir x€[-1,1]1\{0} gilt X2 (1-x?) = =1 =
[-1,11\{0} g ZO Ot v e
# Sprungstelle in x=0, Sprunghohe 1.

//81.7.2(903) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) a™'-b*'=(a-b) Y ab"*

k=0

n-1 n-1

k k

(x- DY Y x

Los:.. oo Llim k=0 k=0 _p/m

S1.7.2 x—1 m-1 m-1

k k

(k- 1Y %" 3 x
k=0 k=0

b) lglnx_'ll, reQ (fest)
-

Los: Sei r=£, peZ, geN
q
® g=1, d.h. r=pelZ

x -1 = x

r>0: [
x-1 S1.7.2 5

o0

— Z‘
xV — 1V=r

x—1 v =0

r<0: Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, = 1. ObdA x,#0 V n

1 x" -1 o 1D)(-
Sei Yne=", HEN2 Yn:) 1 = n =(y}fl )( yn)z
X, n— oo xn - 1 (yn - 1)(— yn)
Y, -1 " r
-1 L)Q'_) =r = limXx -1 —r
‘ e T 1 Fo lg-:znkril x= 1 X - 1
*;ﬁ;ﬁ-r,da-ra)
® @ Algemein... Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, =~ 1.
x' -1 O | -1 =
Def Yn:= g, l’lEN = yn:) 1= n — yn / yn ~ -
xn n— oo _X,'n - 1 yn - 1 yn - 1 n‘:}‘w

Beh, denn g te Wurzel ist stetig (siehe 4.3)
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lim | =
c) X ”
1 . : 1
Lés: —=|=|+r, r€[0,1), limyx|=|=limy (= -r)=1lim (1-xr)=1
sz < x—0 < x—0 P X
Andere Formulierung:
1
. | | - x<x*|—
1 1 - 1
E P ARSI SIREE N A FE RV x
x = x | % x x = - x> % 1
M
1- (1] 1+ - - 1
HL{J<X*_<HL’L| V x#0 _ = 3 limlim y|=|=1
-1 i | - = Sandwichs Grenzwert mit Fo lg enkrit x—0 x—0 pre
, (_ 1)[X]
d) 1im =0
X— 0 X

A4.2.3 Es seien die Funktionen f,h: R-»R definiert durch
x ftir x >0 lfirx #0
f(x)= =

0 fiir x <O und B(x)=1) 020

Existiert 1liM(hof) (x)2

1, fallsx > O : .
Jallsx = 1im (ho f) (x)=1#0=11M (ho f) (x) =
O, fallsx =0 x= 0, x— 0.

1im (h o0 f) (x) existiert nicht(vgl S4.2.3 4.))

x— 0

Los: (hof) (X):{

¢ A lim e =c da lm £ (0)=0# ¥ =lim £ (o)

xX— Xg x>0 *—0.
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A4.2.4 Untersuche folgende Grenzwerte mit Hilfe der Definition:

.
a) f:R-R, lxiirllf(x)= v - firx #1 mit einem festen n€eN,.

0firx =1

//81.7.2(903) a,beC, neN, 2.)an+1—bn+l=(a—b)2 akb"*//
k=0

//S4.2.2(2310) Vor: Geg. f,g:D—=K und HP gz,

//1.) Beh: 3 liM¢(z)=y, ¢ liMgz)=w, = 3 (..) IiM£(2)g(z)=ww,
z— zg z— zg zZ— Zg
Los: Ohne Def:Fiir x#1:f (x)=2_" L = xV —>Z 1¥=n) , genauer..
x - 1 St72
n-1 n-1
lim lim = lim v_ _
Lim £ (x Z Lim saZiy 2 (lim x) —VZ:O 1=n

Beh:lxil“lﬂf(x)=n.

\
Bew:Vé‘ﬁO 3 6>0: | f(x)-n|<e V xR mit O<|x——1 | <9.
\

\
\ n
Sei >0 bel\fest. Wahle d=min[1l, —] = [f(x)-3 |=
\ 2 v =0
\
n-1 \\_ n-1 v-1 n-1 v-1 T:IM
1Y o -n S 1Y (3 x (x-1) 1= Iy Ix-1]<
o s1782) S = < = L
\ =2
\
2'-1 . .
Z ) | x— 1|<Z 2V | x- 1|— |x-1]<2"|x-1|<20<€ V x€R:0<|x-1]<d
= 2 -

QV VO\

(insbesondere ist |x|\§2)
Es wurde also gezeigt: Woe>0 3 8>0:|f(x)-nl<e V x€R:0<|x-1]<d

by Lim X "1 req (fest)
x-1
Los: Sei r=§, peZ, geN
® g=1, d.h. r=peZ
r=0: xr-1=i' 2 D 1=r

X'l v =0 x—=1 0

r<0: Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, E)wl. ObdA x,#0 V n

1 -1 2l
. e — n _ =V _ g
Sei Yal= neN = y“nfool = ST x, -1 _?;_l—r o et
n —n:;a-r,da-ra)
lim X -1
x—1 x'l
® @ Algemein... Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, = 1.
x -1 -1 -1 =

Def y,:= 5, neN = vy, 2 1= = Y / Ya — r =

o e X, oL \y, =1 (y, - 1)~

Beh, denn g te Wurzel ist stetig

einfachere Variante:
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lim
x— 1 m 1

(x - 1)HZ} x" IS x*
k =0 — k =0
m-1 m-1

- 1Y x" Y x
k=0 k =0

Los:.. 1lim

x—1

=n/m

c) £(0,0)>R, neN, fest, limg ()3 *2_,
\ * x° + 1
\ n
//81.7.2(%03) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) a*'-b*!=(a-b) )Y a‘b"*
\

k=0
\
\

//D4.2.1 3.)%\}\{Sf(x):a€R (bzw. 1iMf(x)=a€R):

// o V e>0 ¥ c>0 mit |[f(x)-al<e V x>c (bzw V x<-c).
\ |
. |
Los:1.Fall:n=0 oder n=1. Beh:limf (x)=0.
Bew: Sei >0 bel. (fest)l'. Wahle c=max{5/8,l} =
F(x)-0] =¥ *2 = 5% S 2% _5/x<5/c<e ¥V x>c
x>0 x? 4 ] 2=ox" x? n=0oderl 2

2.Fallin=2. Beh:ldI £ (x)=3

~
~

Bew:Sei €>0 bel. (fest). Wahle c=J1/¢ (= c>0) =
2 . 2 T~
£ (x)-3)= [P 2 3 + 1| _ 4

x° + 1 X +l‘

zR/x?<1/c?=¢ V x>c

‘ 2
3.Fall:n>3, Beh:1iMf(x)=w d.h. ¥ k>0 3 c>0:£(x)>k V x>c.
Bew:Sei k>0 beliebig(fest). Wihle c=max{l,k] = c>0 =
>

3x" +2 > 3% 3 =
>Ex”‘2n23x>02k YV x>c

[
U B GS

f(x)=
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|x+2| i -2
x+291”x ?
0, flirx =-2

d) f£:R>R, neN,, limg(x)=

Los: Lim £ (x) existiert nicht

x— =2
- a|, falls x > -2
Bew:Sei a€R beliebig |f(x)-al= |— 1- a| :|1+a,fallsx<—2
~< |— al, fadls x =-2
= ~

1.Fall:a=1. Wahle e=|1+al (= &>0) . ~Sei 6>0 bal
Wahle X€ s (-2) mit x<-2 \:\Tf\c&)\—a\myaae
2.Fall:a#1. Wahle e=|1l-al] (= £>0). Sei 6>0 bel.

Wahle x€(}s(-2) mit x>-2 = [f(x)-al=|l-alze
Es wurde also gezeigt: V a€R 3 &0 V >0 3 xE{}a(—Z): f(x)-al|>e d.h.
es gilt nicht

3 aeR V ¢>0 3 6>0 V XEIOJ@(—Z):If(X)—a|<8 d.h. es gilt nicht:
3 aER:ljlnf(x)=a.

x— -2
Alternativ:Aus D4.2.1 folgt:i}&lf(x) existiert =a &
0

lim £ (x)=11M £ (x)=a existiert.

Bs gilt: LIM £(x)=1 (Zu ¢>0 bel. Wahle 5>0 bel =

|£(x)-1]=0 V x€R:-2<x<-2+9)

und 1M £(x)=-1 (Zue>0 bel. Wahle 8>0 bel =
£ (x)=-(-1) =0 V x€R:-2-8<x<-2)

lim f(x)# 1iM f(x) = limf(x) existiert nicht

xX— -2, x— - 2. x> -2
2
x -4x+4 .
o) £:CoC, Lneey=T oy TR
0 fiirx =2
- 2 .
Los: £ (x)="" 2 —x 2 falls x#2. Beh:limf (x)=0.

x - 2
Bew: Sei &>0 beliebig. Wahle 0=¢ =
|f(x)-0]=|x-2|<0=¢ V x€R: 0<|x-2]|<d

. xsin(l / x)firx #0
£)£:R->R, 1iMf (x)= .
= 0fiirx =0

Los: Beh:limf (x)=0.

Bew:Sei €>0. Wahle 6=¢ = |f(x)-0]| f;lxlkfff;ijﬂS|x—l<6=s V xeR:0<|x]<9.
X # <1 *
Zu *: V 0€R gilt:|sin a|<1 (und |cos a|<1), denn
sin®a+cos’o=1 = sin?a=1l-cos’0<l = |sin a|=<1

(und cos?0=1- sin?a<1 = |cos o|=<1)
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A4.2.5 Betrachte die Funktion f:D— R und bestimme folgende
Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

//81.7.2(903) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) a”hdf“=(a—b)2§ abr*

k=0
//84.2.2(2310) Vor: f,g:D—K & HP z,
//1.) Beh: 3 liMmg(z)—y, ¢ liMg(z)=y, = 3 M (gf (z2)+Bg (z) ) =awo+Pw:
Z"ZO Z"ZO Z*)ZO
k k
a)limf(x), £(x)=2"°= mit keN und a€R sowie D=R\{a}.
X = a
k
X =
Los : Fi # ilt f kv 2 kol-v kak?
0s:Fur x#a gi (x)= — S172Z:' x'a xéaz a‘a 54321, a

3 2
pylime (x), £(x)=2 F2& " IX*+0 ir DoR\{2}.

x— 2 % - 2
LOs:x°+2x°-11x+6=(x-2) (x°+4x-3) .

f(x)=x*+4%x-3 ;: lim £ (x)=2244%2-3=9

1) x— 2

S4.
c)lim e (x), f(x)= e L D=(-1,1)\{0}.

x—0 2
X

Los:Fir jede Folge (x,) 7 in (-1,1)\{0} mit %}@o%=0 gilt

=1

e 1- -1+l 1-Q-x) 1
X 1+ fl-x Ka+l-x) 1Hl-x
"5m1/2 = lime(x)=1/2
d)Lime (x), £(x)=""2 mit D=R\{0}.

X

2k+1 Zk

Los:Fur x#0 gilt:f(x)=

sinx 1 i. (- DFx i'
X X k=0 2k + 1) ! x=o 2k + 1) !

(@)

Ling o § D0 =
x—0 o Zk + 1) I 44.2.4d)

A4.2.6 Bestimme folgende Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:
4 + 2x° + 1

a);}ﬁl -
e 2% + x
2 1
S A SN
Los:x#0: A = 2
2+i S4.2.2

2
b) 1iM (Jorx® + 2x + 1-3%)
"0

1
Los:Flir jede Folge (x,) ”_, in R mit x,—o gilt - =

n

VOxS 4+ 2%+ 1+ 3x, 9%’ +2x_ +1- 9%
(,l9xn2 + 2%+ 1-3%.) - = > =
NOxD + 2%+ 1 +3x, 9%, +2x +1+3x
1
X 2+ —)

n
%y 2

9+j£+4%7+3
Xn Xn

X
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, _ [x]
c) li-m u , xeR
X— © X2 + 1
LOs:Es sei €>0 baf. Setze x,(g¢):=1/e. Dann gilt fur x>x,(€) :
[x] [x]
|£l}l_ff_o|: x o x_1 . 1linED x_,
x? + 1 1+x° x° x Xme 24

d) lim (1+1/x)*, =eR
//82.3.10 (1403)[(1+1/n)", (1+1/n)"'] ist fiir eine Intervallschachtelung//

//  mit 1im(g+1/n)e=lim (143/n)"i=:e, neN d.h. 2,37<e<3,16
//#S2.3.4(1401) a,b,x€R, a>0: x—a*>0 & T falls a>1l

// ohne Bew: a* & b* fiir x>0

a<b

Los: x—o = x>0. Z.z. LM (141/x)%=e.

</[x]
——
(1+1/n)" 2 e, (1+1/n)™ 2 e, (1+1/x )* = (1+1/[x]) ="
S no Y s23a4
A x]
1
Fiir x€[n,n+1] gilt: (1+1/x)*<(1+1/n)* & (1+1/x)* = (I+n+1 )=,
/ s2.3.4
/ e
/
/ 1 /
i | ali O
e=lim (14+1/n)>=11im (147 )y =lim 4= e 4 !
T o / e TS+l n+]
- L+ /
=~ / ~ -
=1/ T
Ve>0 3 no(e): | (1+—f"Teq<e & | (1+——)"-eT<] V n=n,(e) =
Ty n+1 |
/
x=ny(e) ! (1+41/x)F-e<(1+1/n)™'-e<e & (1+1/X)/&—eZ(l+ l_l)“—ea?—s -
' . S =
| (1+1/x)*-e|<e ¥ x>n,(e) _Z-—Heh --——""
_ — — T £heliebig,Test
* Damit >.=+eHEUNg beibehalten wird >-¢ geschrieben... eine richtige

Aussage
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X x/2
1ime - 1- xe
e) x—0 X3
Sr a3
et - 1- xe*'?
Los: ];i%l ; ];J;%l = im0 2" k! =
X I
2 3 w Lk 2 w L k+
x x X X X X
ol x+r—+—-1+ > —-x(1+—+"—")-
Lim 2 ék! I+ %) éz"k!=
x3
3 3 0 k 0 k
X x X x w - w k-3
lim 6 -§+ZF-ZZk_l(k-l)':l_l"'limZ xk3 +llm2 x—:
x— 0 k=4 '3 k=4 . 6 8 x— 0 = k! x— 0 = 2k—1(k_ 1)!
X
0 k k—4
55 tiinx 2 +1X£%1 ZJ T 2 Dl g =5y
|
£) LM o (e - )

L('D'S:..]-lm\/;(x+1 X _lim Vx —lim;=l/2

o0 Jorl +dx O x4+l Az Pl x+1

g) lim (L __12

2 0 2-x 8-x°

)

Los: a"-pb™!'=(a-b) Z a‘brY = «8% -x’=(2-x) (x°+2x+4) =

v=0 —
L .12 o1 x2+2x-8): -4-x ., -4-2 0 1
2-x X 42x+4 2-x XP42x+4 X +2x+4 0227 42%2+4 2

xzi'(l- x*)" =1, falls x€[-1,1] /{0}

k=0
k=0 0, fallsx =0
Losung: |1-x?|<1 & -1<1- x<1 & -2<-x<0 & 0<|x|<./2 =
Fiir x€[-1,1] gilt )} x*(1-x°)"=———

1- (- x3) x*

k=0
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