A4.3.1 Zeige die Stetigkeit der Abb zb |z| auf C.
Hinweis: |f(z)-£(z0) | <lz-zol, [ lzl=120l| <|2=2Z0|.
Lipschitzbed L=1

A4.3.2 Untersuche, ob folgende Grenzwerte existieren und
bestimme ggf den Wert:

a) 1im /o (Vx4 3-x)

X— 0

\
\
//S4.2.2(2304)
//Vo)l;.'Sei McR, x,eM’, f:M—-R, g:M—=R
//Beﬂ:l.)(Folgenkriterium) limf(x)=a < V Folgen (XJ(ZM\@Q/
\ 0

X X

/7 \ mit x, 2 xo gilt Mmfix)=a.

\ n— oo

\
Los: x>1, | J/x —+/%x, | <€
\

S 3 3
\/;\%( X+3_&)_ &VX+3+\/§_\/1+3/X+1—>

\
3\

=3/2 (x—>w)
31+0\+1
(wegem\Stetigkeit der Wurzelfkt nach Bsp (...) Seite 2401 und

%}g3/xTO)
Ausfihrliche Begriindung:
1.Mégli§hkeit mit Folgekriterium analog zu S4.2.2 gilt auch flir x—owo.

. \ . .
Sei %30 ¥V n " x, 2 o " (x,) “_, beliebige Folge =
n— oo
\ GW Re ge 1n Fo 1g en
3 -

\
\ - = /—
o Gl 37 = T
\ A

stet [ Fkt
=

3 \— ,
Troaiho. 2/ 2ured 0 Ve (Wer3-vx)=3/2

\
\
//S4.2.3(2307)\ Grenzwertregeln//

// 4.)Seien M,HCR, f:M—H, h:H-R, x,EM’.
// (® )éﬁi y@::iggrf(x), dann gilt y,€H .
\ 7 )
// (® 0)E¥lls &}?i}@d=c existiert, so 3 Bg?h(f(x))=c

2.Mb6glichkeit mik Analogon zu S4.2.3 4.) fuUir x—oo:
Sei f(x)zl+3A\x(d.h. M=(1l,00), M'=[1,0), da ),
x>0 und h(y)=\y (d.h. M’=[0,0)), sowie y,=1ilmf(x)=1, 1imp(y)=1=c

X ®© Y7 Yo

(da  Fkt stetig). y,€MNM’ und c=h(y,) =

- NE(X) ) = 3
lim | ) =c= _
3 e Ny c 1GWR:geln ’X+3/X+lnf003/2

2400



//D4.1.1(2200) Fir x€R und 6>0 sei//

// Us (x0) :=[xER|| x-x0| <8)= (x9-8, x,+8) =6-Umgebung von x, in R.

// Ga(xg) 1=Us (x0) \[x0/=[xER]0<| x-x,| <5/ .
//Sei McR, M#o©.//

//3.)x,ER heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist MN -E)JE(XO) Z0.//

//4.)M" sei die Menge aller HP von M und //
//S84.2.3(2307) Grenzwertregeln//

// 4.)Seien M,HCcR, f:M—H, h:H—-R, x,EM’.
// (® )Sei yo::limf(x), dann gilt y,€H .
X Xq
// (0@ )Falls 1iMn(y)=c existiert, so 3 liMn(r(x))=c
0 X Xo
>0 z.B.
, = = o
# Sei y=f(x)=143/ x (M=( | ,®), M’'=[1,0) (da MN {ye(1)#@) und
) "
— 0 X— o0
¥ h(y)=+y sowie y,=lM f(x)=1, %ignh(y)=1=c (da { Fkt stetig).
0> ® — Yo
. h(f(x) ) . 3
’ == llm —_— = - —
# YeE€MAM’ und 1=c=h(yo) = 3 20 =oml L T e 1T O 2

1 12

p)lim (- _
VA G e
12 12
Los: §—x3=(2—x) (x°+2x%+4) = o == ! (1-— )=
23 2-x 8- x" 2-x X+ 2x + 4
2 - -4 - -4- 2
L x +2x-8_ G (wegen GWRegeln

2- X +2x+4 X +2x+4 2422414

- -1/2

[}
xX—

oder Stetigkeit der rat Fkt Nenner#0 flur x=2)

S
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x—1

c)lﬂni—l% fiir reQ(fest)

//81.7.2(903) Endliche geometrische Reihe//

A n+l,a=1
// Vor.Seien a,beC, neN, Beh: l.);g ak={1- a""! //
— Air———,a #1
- a

Lés:Beh:limE—;—1

x— 1

=r fiir reqQ.

Bem: Diese Aussage gilt sogar fir
reR, sogar fir reC. (Dies wird am einfachsten mit der
Ableitung von f(x)=x*im Punkt 1 gezeigt, siehe spater)
Sei r=p/q mit p&Z, geN.
(.)Sei zuerst g=1, d.h. r=p€’Z,
Falls r=0, so wurde Beh schon in A4.2.2 a) bewiesen

r-1

r r-1 —
x -1 -
oder =Z xVx—1 Z 1V=r

x -1 v=0 v=0
Falls r<O:

~

n— oo

Sei (x,) eiﬁé‘ﬁéligbige\@plge aus R\[1] mit x, = 1.
0.B.d.A. x,#0 V n. Sei\i§=LLG#;&E:y§lﬁL neN = v, 2 1 =

X -1_ y,;l-l I-y, _1—yn (—yn)=(Z *;*”)—LT"

k=0

K1yl _n Dy, 1y o Rk

(..)Allg Fall: Sei (x,) eine beliebige Folge aus R\[1] mit

=p
1 Xr_l =
X, o 1. Def Yni= a = %.:=y?, neN = vy, 2 1 = =& ] Y- 1=
n— oo n n— oo X -
i Yoo 1
y, - 1
y, - 12X
- - p/g=r Z Beh, denn g ist stetig.
Y

[ a _ 1] Fo lg enkrit
n (n— o)
Y
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d) Limx[1/x]
//81.5.15(759)//

//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. 3 [al€Z mit //
//  [a]=a<[a]+1, [a]:=max(n€Z |n<a}//

Lés: rl7xl\§}%x<il/x]+l = [1/x]-1<(1/x)-1<[1/x] =

~ 1
oy 1-x<x- |~ <1VYVx >0
% <1/x]<1/x V x#0 =2 -~ X =" =
N7 - - - —
L -|2T 11/ iifﬁr V x#0 =
- 1(xA) 0) — 1(x— 0)

(Sandwichth, GW mit Folgenkrit) 3 ££T>dl/xkﬂ
oder

LAIMy (1/x-r)=11M (1-xr)=1 (1/x=[1/x]+r,r€[0,1)

x—0

e) LiM sin(1/x)

Lbs:i%@ sin(l/x) existiert nicht, denn:

Xf:;k'f neN = x, 2 0 und sin(1/x,) == 0
mn e -
1
Vs T, neN = ynﬁzwo und sin(1/y,)=1-1
2
A4.3.3

a) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)—(0,y) V y>0
Los: f(x)=x*y

b)Die durch f(x)=x°-x’+3x-1 auf R definierte Funktion f ist
stetig. Bestimme zu €>0 explizit ein 8>0, sodass
V x€Us (1) gilt: |f(x)-f(1)|<e.

Los:Sei €>0, definiere 0(g¢)=min{l,&/7}. Dann gilt V x€R mit

|x-1|<8 (d.h. insbesondere x€(0,2) ) ~~—__

| £(x)-£(1) |=|x’-x*+3x-3|=|x-1] (x° f§)<6(x +3)<7*ﬁ<e
# Es geniigt kleine Umgebungen um 11‘6( )<1) zu untersuchen, d.h.
# |x-1]<8<1 = x-1<1 ' 1-x<1 = xkz\ x>0 = x€(0,2)
# |f(x)-f (1) |=]x*-x*+3x-1-(1-14+3- lbl—ﬂx-ﬁ8+3x—3|=|(x—l)(x2+3)|=
#1(x=1) || (x*+3) |=Ix-1] (ﬁ,"_@><6<x2+3><3/*6<s

>0

A4.3.4 Untersuche die folgenden Funktionen f: R-R auf Stetigkeit

x+2flirx £0 .
a)f(x)=1, . mit a€R fest.
X" - 2x+afiirx >0
Los:Auf R\{0} ist f stetig. AuRerdem gilt

Limg (x)=1im (x2-2x+a)=a und 1iMf(x)=11iM (x+2)=2=£(0).

x— 0,
Somit gilt ££?f(x):f(0) < a=2. Dann ist f stetig in x,=0 flir a=2
d.h. f stetig & a=2
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b) £ _ x fir x € Q
VL) =0 £ir x € R/Q

Los:Fall 1:x€Q\{0}. Dann gilt fur xfx+3£:{1wx, aber ﬂ(&ﬁ=0nﬂw
n

— x=f (x)

f nicht stetig in x
Fall 2:x€eR\Q. 3 (x,) 7_, in Q mit %}f&%=x =

f(x,)=x,"1"x#f(x)=0 = f nicht stetig in x
Fall 3:x=0. Sei €>0 baf. Setze d=¢ = V x€R mit
| £(x)-£(0) |=1£(x) |<0=¢
f stetig nur im Nullpunkt, f nicht stetig.

A4.3.5 f:R-R sei stetig in 0 und es gelte f(x+y)=f(x)*f(y) V x,yeER.
a)Zeige, dass entweder f(x)=0 V x€R oder f (x)>0 V/x€ﬁ€gilt.
Tm 2.Fall gilt stets f(0)=1. P
Falll: f(x) =0Vx€ER e

Fall2 :3x, € Rmit f(x,) 7&/}//
£(x0)=f ((xo-%x) +x) =f (x0-xTE (x) V x€R =
Fall l:richtig fir f(x)=0, d.h. auch fir f (x¢)=0
Fall 2: £(x)#0 V x€R. Es gilt £(0)=f(0+0)=(£(0))? = 1=f(0)

Noch z.z. Im Fall 2 gilt f£(x)>0 V xe€R.

—

Bew:

Es gilt f(x)=f(=+2)=(f(=))2>0 V xeR.
2 2 2
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b)Beweise, dass f stetig auf R ist.

//84.3.3(2409) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f:D— K stetig in x,€D, wenn fiir jede Folge//
// (x,) 1n D mit x,—x, auch f (x,)—f(x,) gilt fir n—ow.//

[ee]

Bew:Seil (x2) 7,

eine reelle Folge mit %}gogzx =

lim (% -x)=0, d.h. liMf(x,-x)=£(0) stetig nach Vor =

n— o

f(x,)=f (x,=x+x) =f (x,-x) £ (x) "7 £(0) £ (x)=f (%) fzf ist stetig in x€R

S4.3.
=

- f ist stetig

c)Beweise, dass im Fall £(0)=1 V x€Q gilt: f£(x)=£((1))*.
Bew:#£(0)=1 heiBt nach a) 2/Fall f(x)>0
f(x)>0 V x€R = f(x)=f(1)* V x€EQ
() f(nx)=(£(x))" ¥V neN, ¥V xeR. |
Bew durch Induktioﬂ'ﬁach n bei:festem x€R
n=0: f(O*X)=f(O)7’l=(f(X))O |
n—n+l:Fur ein neN/gelte f(nx)=F(xV12
f((n+l)x)=f/nx+x)=f(nx)fﬂx)zf(x)“f(x)z(f(x))““
(..)f(nx)=(f(x))> V neZ V xeR.
Bew:Es genltgt zu zeigen f (-nx)
)

f:(x)‘n V neN.
fl(nx) f (-nx) f) (f (x))°f (-nx) =

|
[
Es gilt 1=f(0)=f (nx+ (-nx )=I
1=(f(x))"f (-nx) = f(—DX)I(f(%))’

—~

Beh
(...)Fir x€Q gilt f(x)=f£(1)*
Bew:Es sei x=p/q mit p&€Z, geN. Pann gilt

(ﬂlﬂpffwﬁﬁtgthmqﬂﬁ(ﬂXHqﬂfbﬂ=ﬁtﬂ)§:ﬁﬂjw.

) 0
[

d)Beweise, dass im Fall f£(0)=1 V xeR gilt:f(x)=£f(1)*.

Bew: Sei (x,) *_, eine Folge in Q mit x, = x =

n =1 n— oo
f(x) T lim £ (x. ) S 1im (£ (1)) *xa =1iMegx, log fl) =g x log £l =F (1) %,
b) f stetig N7 c) 7w n=®
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A4.3.6 Gegeben sei eine stetige und monoton wachsende Funktion
f:[0,1]—>[0,1]. Es sei a¢€[0,1]. Definiere eine Folge,
(an) ©_, rekursiv durch a,.=f (a,) fur neN,. Beweise, dass (a,) 7,
konvergent ist und dass der Grenzwert a ein Fixpunkt von f ist,
d.h. es gilt f(a)=a.
Los: #Bsp:y=x* /,
# x=0,2= x°=0,04, x=0,3=> x°=0,09, aber
# a,=0,1, a;=0,1%=0,01, ai<a,
# v=4/x% S 20=0,25, a:=40,25=0,5, a;>a,
Fall l:a,=a; = a,n=a, V neEN, Bew durch Induktion
n=0: ~~o.k.

=

n—n+l:Fur ein neN, gilt a, > f(an) =f (a,)

-
an f mon wachsend

d.h. Api2=3ant1 .

Fall 2:a:<a;, = a,»<a, VY neN, analog

(a,) ¥, ist also monoton und auberdem beschrankt
(a,€[0,1] V neNy) = (a,) 7-, konvergent, etwa

a=limgs . Dpann gilt a=limg —limf(a) T f(a)
n— o n— o n— o f stetig

A4.3.7 Zeige: Jedes Polynom ist stetig in C.
Hinweis:x" stetig weil x stetig

A4 .3.8 Zeige:Jede rationale Funktion ist auf ihrem natiirlichen
Definitionsbereich stetig.

2406



A4.3.9 Die PotenzreiheZ: (a,) (z—-zy)"
n=0
habe Konvergenzradius R>0 bzw. R=o0.

Definiere f( Z: (an) (z-20)" fUr z€Ux(zo), falls R#wo, bzw. z€C, falls
n=0
R=00.
| 1ig £@ - £@))
zeige, V z,€Ux(z,) (falls R#w) bzw. z,€C, falls R=c0: I 17 o - o und
1

gebe diesen Wert mit Hilfe der a,, n€N, an.

//83.5.7(2053)

//Vor:Die PR Y a,(z-z,)" habe KR R>0. Sei z©0 mit |z,-z0 |= r<R//
n=0

// fest gewdhlt.//

//Beh: Vze C mit |z,-z0 |<R-r gilt Z an(z—z,)" :Z by(z-zo0)",//
n=0 k=0

o0
*

// wobei V k€N,, k&::zg(;)aJZO- z,)"" " absolut konvergiert//

v =k
Los: (noch nicht tberprift)
Z (z=20) f Z “mit by: —Z( )aV (z1—20)"* V k&N,
n=0 §3.5.7 k=0
. f(z) - o - .
insbesondere by=f(z,) =» ———— QS (z=21) 5= by (z-21)F =
zZ = Zl % =0 k— oo

o0

b= vay(z,-20)¥* flir (zo = z1).
v =0 k— oo

=Y Dbyi(z-z,)*ist stetig im Inneren des Kreises =

g(z) = g(z:)=b

Vv— o0

A4.3.10 Zeige:Ist f:[a,b]—R stetig in einem Punkt c€[a,b], so gilt
immer ££Tf(x)=f(c) falls c€(a,b) und

limf (x)=f(a) falls c=a bzw L1iMf(x)=f(a) falls c=b ist.

X a,
A4 .3.11 Berechne den Grenzwert einer rationalen Funktion fir x—o

A4.3.12 Formuliere und beweise Rechenregeln fir die oben
eingefiihrten Funktionsgrenzwerte (+. mal,Quot...Nenner #0)

A4.3.13 Gib ein Bsp einer auf [0,1] stickweise stetigen Funktion an,
welche an mindestens einer Stelle weder links- noch rechtsseitig
stetig ist.

A4.3.14 Sei f:[a,b]—R monoton wachsend. Zeige: Alle evt
Unstetigkeitsstellen von f sind Sprungstellen. Die Menge aller
Unstetigkeitsstellen ist hochstens abzahlbar.

Falls es unendlich viele Sprungstellen x,€[a,b] mit Sprunghdhen f,
gibt, dann ist die Reihe Y £, konvergent und ihr Wert ist hdéchstens
gleich b-a.

A4.3.15 Zeige an Hand eines Bsp. a,=(-1)*: Es gibt Reihen ‘Z' ayx, welche

k=0
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nicht konvergieren, fir die aber 25 a,x* V x€(-1,1) konvergiert und
k=0

a=lim-2: a,x* existiert. Man nennt die Zahl a auch den Wert der Reihe

x— 1.
k=0

0

ay im Sinne des Abelschen Summationsverfahrens.
k=0

dazu: ) awx'=) (-x)'=1/(l+x) =2 —1/2
k=0

k=0
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	d)x1/x
	//S1.5.15(759)//
	// aa<a+1, a:=maxnZ na//

