3.(1600) Unendliche Reihen

3.1(1600) Definition und Konvergenz

D3.1.1(1600)
(.)Seil (zn)SZOCIK gegeben. Dann heilt die Folge (S,) 7_,,
definiert durch SnF=25 zv, n€ENy, unendliche Reihe, fur die

v =0
kurz lg'zv geschrieben wird. S, heiBt die n-te Partialsumme

v=0
o0
von E zv und Z, deren n-ter Summand.

v=

(..)Eine unendliche Reihe 25 zyv heilBt konvergent: <
v=0

3 %EQSKZSEK. Dann schreibt man auch S=2§ Zy
v=0

Andernfalls heiﬁtzf zy divergent.
v=0

Bem:1.)Das Symbol}f zy ist generell nur Abklrzung fiur die

v=0
und im Falle der Konvergenz bedeutet

n
AN
v =0

0 n
3 : lim
Z zy zusatzlich —= Z Zv.

v =0

Folge

n =0

v=0
2.)Fir m€Z bedeutet Y, z, die Folge QS;AJ
aus R konvergiert uneigentlich gegen o

//D2.2.5(1309) Eine Folge (a.) [ _,
// (bzw -o): < V KER 3 nyeN mit a, iQK V n>ng, und man schreibt://
im g.=00(-0) bzw a, == ®(-%0)//

n— n— o

3.)Fir (a,) <R ist uneigentliche Konvergenz von

[ Z av
v =0
4.)Ist (S,) ?_,<C eine beliebige Folge,

zv:=5,-Sv.1, V€N,, S.:=0, S,=) 2z, neN,, d.h.
v =0

gegen o oder - wie in D2.2.5 erkléart

[o'e]
n
so ist mit

=0

Jjede

Folge lé&sst sich als Reihe schreiben.
Andere Formulierung:

Unendliche Reihen sind nichts anderes als Folgen (S,)
mit Zuwachsen z,:=S,-S,.;, v=1, z,=S,.
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0

Bsp:1.)) Y z* fir zeC. 5,=% zk=1'72“;”11 fir |z|<1
k =0 1-z - Z

k =0
1 . . .
2.) Z k_2 konvergent (Bew siehe weliter vorne mit
k =0
Teleskopsumme und Cauchy)
1

divergent, harmonische Reihe, konvergiert

r

k=1
uneigentlich gegen .

3.) Z (-1)* divergiert, weil S,,,; =0, S,, =1
k =0

0 o]

4 VAzZ =21 — 2% , Z (Azy) . Snzz (Azy)=2z¢p-2z,,1 ist konvergent <

k=0 k =0

z, konvergent. Falls z, ., "z = Z Az =z,-2
k =0
< 1 .
5.) Y — =e konvergiert.
k =0 ~\
//81.7.4(906)\
//6.) ¥V a,b,z&C und neN, gilt//
n\

// (a+b)™ :Z () akb“‘k:Z () b**a*, wenn man a’=b°=(a+b)° setzt//
k=0

kZO\

o o\
// (1+z)n=2g;) z//
k=0 \ .

//S1.7.4 (906) nyk€Ny: 4.) n—(l—m)s(; )s%//

k=0 -
. 1 k — . X\ 1 <1 v kk-1
Y Loy FY (o) Sy KDL
k=0 I k! T o k! TN k!
7 //
1 n 1 /i ///
n o= (&‘/2) ! el
e ///
// // - 1
L5,y 1 -~ 1 ’ o
Z(2+ - =— (24 k! ) = 3/n
n }(Z:}/’G(_ 2)' n kZ‘:Q _ 1 \_V: 1 _1 * kK
- “kx-1) k-1 k
o 1
* ‘H——(;‘ )= 1 - 1 =0, n——(j J)=n-n=0
o! DL71 1) DI71 2) 11
K k K -
RPN IR Y €D BRI (P ERGRR
S174 40 | ' ’ k! ’ ' n
1 1 1 1 1 1 1
*xx (L= D) (D= (S ) - )<
2 2 3 3 4 n-2-1 n-2
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D3.1.2(1602) Fir ein z€K heiBt 25 z¥ die geometrische Reihe.

k =0
S3.1.1(1602)Die geometrische Reihe ist divergent V zeKmit [z |>1.
Sie konvergiert V z mit |z|<1 und es gilt

S o=l v <1,
k =0

1- 2z

//81.7.2(903) Endliche geometrische Reihe//
Vor.Seien a,beC, neN,//

A n+la=1
//Beh: l.)Z ak={1- a""
k=0 1*,& 1
- a

//82.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen//
//12.)Fir z,=z", n€N, mit einem z€U,(0) gilt: z, -~ p//
/

n— o

n

= 1-2z2"" _. .
Bew: S¢=2§ A %  fiir z#1. Fir |z |>1 folgt,ﬁeswegen | S| >, also
K=p S1.7.2 1 - 7 /

Divergenz der Reihe. Fur |z|<1l ist z® eine Nhllfolge und daraus
1- 2z 1

folgt lim—————=l , also die Konvergenz der Reihe gegen den Wert
R R -z

1
1-2z
Dass die geometrische Reihe auch fur |z|=1 divergiert, folgt
aus S3.1.2 5.)und der Tatsache, dass z" in diesem Fall keine
Nullfg}gé/ist, wie nach S3.1.2 5.) andere Formulierung filr
Kpnvérgierendes S, Bedingung.

-

S3.1.2(1602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien fir unendliche Reihen

Vor:Seien (zy), (wy)< C und 2E'zv,25 wy konvergent.

v=0 v=0
Beh:Notwendige Konvergenzkriterien
Zu 1.) und 2.), siehe auch Bem unten

1.)Die Partialsumme Sf=25 zv, NEN,, 1ist beschrankt.
v=0

Bew: Aus Konvergenz folgt Beschranktheit,

//82.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen//

//Vor:Seien (a,), (b,),a,b aus R, (z,), (w.,),w,z,z, aus C, konvergent mit//
// a," L a, by "b, z," "z, w, S w.//

//2.) (z,) 7_, 1ist eine Cauchy Folge, d.h. //

// (*) V &0 3 no(e)eN: | z,-z,l<e V n,m=>n,//

2.)z, 2 0

n— oo

Bew:Sg=2§ zy o= S€C=> S,-S,.,=z, =~ S-5=0 oder folgt aus

n— %0 n— o

v=0
Cauchy Kriterium fir m=n-1 oder
1 n+l n+l
Sei ¢>0 = 3 NeN: #IZ ak—Z ag| #=| Z ayl<e V neN, n=N =
k=0 k=0 k=n+1

d.h. (@n1)aen ist Nullfolge = (an).en 1st Nullfolge
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3.)Ist Z z, konvergent und ist A €K beliebig, so ist

k=p

auch Z Az, konvergent und es gilt Z /lzk=/12 Zy.

k=p k=p k=p

4.)V a,peC ist Z (0zy+Pwy) =O(Z zﬁﬁZ wy, konvergent.
v=0 v=0 v=0

//82.1.2 (1250) Vor:Seien (z,), (w,) aus C, konvergent mit//

//zy, .z, w," " w, w,zEC. Beh: 5.)%}{3 (Z,+W,) =z+w//

o0

Bew: = Rechenregeln fiir Folgen =2 ai Z zv+ B & Wy
$2.1255.) n>w v=0 Z
—— v=0

oo bedeutetGrenzwert
m

5a) Fir den Reihenrest gilt Ry:= & 2zv=( Z z, - Z Z,) v 0y meN,,
v=0

>

v=0 —
v =m+1 — —
s,»S =S,

d.h. es gilt limpg.-o0.

Bew:R,=Sy-5,=5-S,, d.h. R, ist eine konvergente unendliche Reihe.
R=S-5.=_, Zv= ) Zv.
v= v =0

Da Smm:)yg S folgt S_Sm:Rmm:)l‘ O ( Z m— oo O)

Zy _,
v =m+1

Andere Formulierung und Verhalten zy:

5b)Falls eine Reihe Z z, in K konvergiert, folgt auch die Konvergenz

k=p

von kZ:; z, V m>=p und es gilt }Hirjz]fo, }ni{@g z,=0.
Bew:Sn:=Z z, V n=p. Die Konvergenz von Z zy 1st klar, da die zugehdrige
k=p k =m
Partialsummenfolge sich von der Folge (S,) nur um eine additive
Konstante unterscheidet.
Setzt man g=1 in folgender Bem 1.), so folgt, dass (zyx) Nullfolge

sein muf. LaRt man hingegen g—w gehen, so folgt | Y z.| <e fiir n=N

k=n+1
und daher ist (Z zy) eine Nullfolge.
k=m

m- 1

Z zk+2 zk=2 zy endlich viele erste Glieder unwichtig

k =p k =m k=p

n+q oo
=
E Z, | <€ -~ >z, |<g
q— > =
k=n+1 ke=n+1
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6.)Ist(nk)f:0 mit ny:=0, ny<ng:, k€N, eine Teilfolge von
n,. -1

und setzt man cy:= lz' zx, VEN,, (zwischen n, und ny;,
k=n,

gibt es einige ny) so konvergiert die unendliche Reihe

(n) 7_

o0

2? cy und es gilt 2? cv=) 2z, (d.h. in konvergenten Reihen

v =0 v =0 k =0
darf man beliebig Klammern setzen).

//82.2.1 (1301) Vor:z, konvergent mit z,—z(n—®)//
//Beh:Jede Teilfolge (z, ) von (z,), Umordnung und triviale Abdnderung//

// ist konvergent mit z, —z(n—®)//

Ny,,-1

k e
§' — E' —

Bew: Cv - Z«“:Sﬂk»,l'l -~ S= 2 Zy .
v=0

Assoziativgesetz 0 S§2.2.1 w=0
w = N

Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fir unendliche Reihen.

Sei (z,) c C. Z zy konvergiert & VE>0 3 n;(e)EN mit
v=0

| Y z.<e V n>m=n;(e) . (d.h. [S5,-S,) [< & Y n>m=n,(¢)) .

vV=m+1

Andere Formulierung:
Eine Reihe 22 y— zx in K ist genau dann konvergent, wenn

gilt n+q
V €>0 3 NeER, V n,geN:n2max{N,q-1} ,iionns o =N negon+] Z z, | <e
&'\';q?‘\ k=n+1
- n+q
Su—Sn - ’
| | m=n+g)eEN k;:_qzk
V £€>0 3 NeR, V n,n+geN:n,n+g>N = [S,-S,.,|<¢
//D2.1.3 (1250) (z,)in K Cauchyfolge:
// V e0 3 NER, V n,mEN:n,m=>N 1ist |z,—z.| <€
//82.2.5 (1307) (z,)cC ist konvergent < (z,) 1ist eine Cauchyfolge //
// Re(z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.//

Bew:Ersetze in D2.1.3 m durch n+g und die Folge (z,) durch die
Partialsummenfolge (S,) und wende S2.2.5 an.
(entspricht Cauchy Kriterium fir Partialsummenfolgen (S,))

[e'e}

2.)25 (-1)Y ist divergent, da s,,.:1=0, s,.=1 V neN,.

v=)
i‘ ((_l)2v+(_l)2v+1)=i' O=O.
v= v=)
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Bsp:l.)zf z* ist divergent fiur |z|>1, z,=z", Izn|=|z|¢ﬁO
k =0

notwendiges Kriterium verletzt.

& (-1 .
2.) Y ist konvergent
k

k=1

B S GRS S o L Gl BN o M S MR Gl KA

Bew: — - “e =
A k ” m + 1 m + 2 m + 3 m + 4 n
1 - 1" 1 < 1
| (-1)™* +...i( 1) | <—+ Z — <¢ V n>m=n; (g)
(m + 1) (m + 2) n N x=m+1 K
. . . 1 .
mit gewissen n;(g), weil 1/n—0 und Z: E? konvergent ist.
_ m+1 _ m+1 _ m+1 _ m+1
" (-1 _ (=1 +_( 1 (=1 o
m + 1 m + 2 m + 3 m + 4
# alle Terme haben gleiches Vorzeichen

J

D3.1.3(1605)Eine Summe der Form JS (byx=by;1) heilt Teleskopsumme, eine

k=p
Reihe derselben Form (also mit g=w) heilt Teleskopreihe.

S3.1.3(1605)Eine Teleskopreihe konvergiert, wenn (by) €R, eine Nullfolge
ist und in diesem Fall ist der Wert gleich b,.

q

Bew:Durch Induktion folgt ‘Z' (bpinﬂ)sz—bqﬂ V p <g und

k =p — 0

daraus folgt die Beh.

A3.1.1 Zeige: zu jeder Folge (S,) _,existiert genau eine Folge (ax) ,_, mit

Los:Geg Snzzf -~ (n=zp+l), S,=a,

k=p Sr_srfl

< 1
A3.1.2 Verwandle die Reihe 25 —— — 1in eine Teleskopreihe.
“kk + 1)
Zeige dadurch ihre Konvergenz und berechne ihren Wert.

1 1 1
Los:Tip:ay=———=—-
AT L ) & (k+D)
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A3.1.3 (a,) f_l\ , an=0, Z a, konvergiert. Zeige: lim na,=0
| \ j— n=®
| \

\ o0
//83.1.2(1602) vor:(x) und 3 z, konvergent. 2.)z, =~ 0//

| \ v=0 e
I o
\
//Bem:1.) Sei,'(zn)CC. % zy konvergiert < VE >0 F n,;(e)€eN

| 1%

D
// mit Z \z,|<e V n>m>n;(¢). (d.h. |S,-S,)|< € V n>m>n, (¢)

v=m+1

|
|
|
|
Bew: Zu zeigen: V &€>0 3 I’\OEN lna,-0]<¢ V n>n,. Sei &€ >0 baf

|
0 411/ z 7 —
Z a, Tf—(‘)(Vﬂoc) 0 3 3 n\IEN av<8/2<£ v n>nl+l

=
- a, <wo= lim a, =0
v=l $3 T”” 3 S3.1.2 \ v=n, +1 % Pl
| \ 1 ¢
* | 3 n,eN a = kan O|<n_§ V n>n,.

Wahle dozmax{nﬁl,nz} = |na,x0|=na,= (n-ny) a,+nea,—
\
7l \
ZCZV \ nOan
> ¢ Jtmea s ( vIew )+, =" < V nzn,.
%/_J

&£
Vv =ng +1 <—da nzn, Van>ng

<% da V=g =ng +l
I 2
# * gentigt hier nicht
# 3 ny(e)>n;:und n>ny: |na,—-0|=na,=(n-n,) a,+noa,=

< d ZCZV noan
( 4‘ ; -2 ) +tnea,< ( V=g +l ) + . — <e.?
V=g +1 =4, — <—daa, — 0

n— =

e
<5,cla v =iy =n +1

D3.1.4(1606) Eine Reihe Z ay 1in R heiBt alternierend, falls

k=p

ar=(-1)*lax| fur alle k=p
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S3.1.4(1607) Leibniz Kriterium
Vor: (a,) € R,a\{ 0 (n—w) .

Beh:lg'(—l)%%=ayfh+af1h+—... ist konvergent.
n=9

n

Mit S,:=2 (-1)'ay, n€N, gilt S,.\ S, /7
v=0
Fehlerabschatzung S,;,—Soni1=@zn+1sr Son—Son-1=82n-

Benn[S%HJShJ, neN, ist eine Intervallschachtelung, die sich

auf SIJS'(—l)%h zusammenzieht.
v=0

a, - d d -a
BeW:SZn:SZn—Z_MSSZn—Zl SZnJrl:SZn—l-I'M) =Son-1
=0 =0
o0
la.CR, a. \e D (-1)'a=ac-—aitar—. ..,
v=

a, - a d, 4, = a
Sp=ag, Sy=apo—artar=ae- (;,_2/ ) =S¢, Sen=Szno— (22! 2
>0 >0
4, ° 4
S;=apg—ai, Ssz=ao-artaz-asz=S;+ = = 5325,
>0

) SSZn—2/

SZn+1:SZn—1+ M Zszn—ll
>0
81SS3S...Szn+1352nSSZH_zs...SzSSO, (éh O,d.h. anZO)

a
Sont1=S2n—@zn+1 = Son—Sona= 4L \‘O

>0

Andere Formulierung

Ist die Reihe 25 ay alternierend und ist die Folge (laxl) »—, flur
k =p

irgend ein g=p eine monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe

konvergent. Bezeichnet a den Wert der Reihe, so gilt immer

Sopi<ax<S,, YV n> (q_l) /2 .

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschrdnkt Beh:d %}g a,//
//D2.1.1 (1200) Bem 6.)x,,V.€ER. %}g X=X, %}g Vo=V, X2y, V n>n, = x>y//

Bew:Es sei by=|ay|. Dann gilt fir alle n>0, dass

Shﬂ=2: aﬁ+27 aﬁﬂ=27 (bs;—by41) , und wegen der Monotonie folgt
3=0 3=0 3=0
bi=bs5,1=20 fir 23=qg. Also ist Sym=Ss,1 flir 2n>g+l. Analog folgt aus

So=bo- )  (bu;.1-by;) dass S,,<S,,, fiir 2n-1=qg. AuBerdem ist S,,;<S,..
j=1

Daraus folgt mit S2.2.2 die Konvergenz von (S,,) (gegen a=inf (S;,))

und (S;,41) (gegen b=sup S,.;1) und aus D2.1.1 Bem 6 folgt b=<a.

Der obige Satz bedeutet, dass alternierende Reihen mit p=0 leicht

auf Konvergenz getestet werden kdnnen und dass man bei der

Berechnung des Grenzwerts eine Fehlerabschatzung der Form

la=-S,| <|lau:| fir alle groBen n hat. Andererseits ist die numerische

Berechnung des Wertes der Partialsummen S, oft kritisch wegen des

Phanomens der Ausldschung fihrender Stellen.
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o0

Bsp:l.)zs

v=0 V+1

i i' sind konvergent
v=0 v=0

\ 1 \ 1 1 1 1 1
2.) =00 =00 < <
§v+1 ’§VV+1 v+l W1l vl logw + 2

3.)Spater werden die Sinus- und Cosinusfunktion durch
folgende Reihen definiert:

es]

_ vk L2kl 2k
sin x= S—Q—E———, cos x= 2: Ch =T D" x vV xeR.
= Ck + D! =0 k) !

Sei im Folgenden x>0 angenommen. Dann sind beide Reihen offenbar
alternierend. Fur be=x*/k! ist by/bw=(k+1)/x=1 falls nur k=x-1
ist. Daraus folgt, dass man den Leibniz’schen Satz mit p=0 und
groBem q anwenden kann # (b, \) # um Konvergenz der Reihen zu
zelgen (spater wird dies auch fir komplexes z gezeigt). Wenn x=<3
ist, kann man im Leibniz’schen Satz g=2 setzen und erhalt
folgende Abschatzungen:

x-x /6 <sinx <x-x/6+x /120

) ) ) V 0<x <3
1-%x"/2<cosx <1-x"/2+x /24

A3.1.4 Zeige die Konvergenz von QS 1)*/k. Diese Reihe heilkt auch
k=1
alternierende harmonische Reihe.

A3.1.5 Sei a= ZS )5/ (k+1) . Wie groB muB n mindestens sein,

damit |a—25 (-1)*%/ (k+1) |<10°® gesichert ist?
k =0
Tlp :Sont1—Son=aon1

A3.1.6 Benutze Abschdtzung sin, cos siehe oben, D2.1.1 Bem 7 um

. : sin x s cosx - 1
zu zelgen, dass lim —=1, lim =227 " ~—_y/2.
x— 0, x— 0, 2
X X
Untersuche auch den linksseitigen Grenzwert.

// 7.)Sandwhichsatz//

// Seien (x*),(x_ )und (y.,) Folgen in R. Dann gilt //
/7 M=l s mx und x syasel = LDy

n+q n+qg
Tip: Z Ay =< Z |ak|S8

k=n+1 kK=n+1

A3.1.7 Bestimme den Wert der folgenden Reihen:

0

a) Y (1/2)F

k=1

o0 1
Los:= 1/2)*~1=——-1=1
2 W=
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p) Y (Jax+i-+%)

k=0

Los: ZHV%WW‘J;. &=§,(VM+1—JZ) T .

k=0 k =0

G+ o

Xk +1- k N

V2k + 1 -k = = 0#(
Vi V2<+1-+JE 1 -
J2+ +1
k

k— o0

Sy unbeschrankt = S, , o

“okk o+
© (l_ 1
LC')S:=Z Kk k+ 1) Tl -1

A3.1.8 Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

4y D

k=1 k

L1 L N
LOS:E; fallende 0 Folge.. Lelbnlz..azf konvergent
k=1

0 (_ l)k
b) -
“~ ik + 3
) 1 1
Los:.. mmonoton fallend kk + 3) ..y -3 m \O0

25 konvergent

k=1
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Los

=(1/1- 1/2) (1/3 1/2) (1/5 1/62)
alternlereQd fur\Lelbnlgkflt erforderllch Vor: |agl \
laxl:1, 1/4, I¥3, /1‘/~L6/ \1,15,\ .

==

N =\

/ ~— l
lax|<laxsl?: |a23| e )2 r |a2j+1| m/
Beh —— <t & 29+41<472...492=2423 Z242>29+1 = |a.| T
@ &+ i 3?...437=2323 Z 232>23 .

Beh Reihe bestimmt divergent gegen .
Betrachtung Folge der Partialsummen:

o (_ 1)k+1 n 1 1

So=) T = > (— -—)

Z@+-15 @ - )

k=l k - kz =1, k=23, k=23-1
n 1 1
Soni= . | 2 1 — )+ (2n+1)
j=1 =0 (2)) S0 ¥)

>

Noch zu zeigen: S% 5 ©

1 i+1 2j—1 j+1
Beh —fl——— 2 >¥L- S —%L—->l—3 o { 5 > J.Z , denn
2j=1 (2j) 4J 2j-1" 4] (2j=1) " (2j)
1
29-1<273 = , 23-1>3+1 V =3,

(2j-1F (2]

n

52n>lz %”3‘”00 oder S,,= 221 1 - ;( )
j=1 = 7

00 konv
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