4.4(2500) Hauptsatze iUber stetige Funktionen

S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)
Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I-R stetlg auf I, a,b€l, a<b.
Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mlndestens ein xekakﬂ mit f(x)=y.
\
//D1.3.2 (504)Ein angeordneter Kérper (K M, ,<) heiBt vollstdndig //
// (beziiglich <): e V TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supTeK.//
//84.3.3 (2403)Rechenr Stetigkeit. Vor:f,qg: ﬁ*ﬂ? stetig im Punkt X,EM.//
//Beh:1.)f(x,)>a(<a bzw.#a). 3 6>a mit f(x)>a(sq bzw. #a)
// V xeMNUs (x,) .// N

Bew: f (3)y<f (D), T:={TE€[a;bl[f(E)<Zy|/Cfa,b], a&€T = AN
_——L”’—(:S;§ AN
- - . N>
T#@ (da f(t al<y T beschrankt U3§?,3 x=sup TeR
(Die zu b nd?hstgelegéne.S%e&ie) - \\\xe[a,b]
¥y y=f (x) —F1D) #Prufung ob wgiIt, sup heibt ggf nur £Nx)>y #
— N
/J\jfyﬁk/// P 1.Annahme: f(x )>y§4331) N
R "3 8>0:f(t)>y V t€[a,b]NUs(x) =
k/ f(t)>y V t:x-0<t<x = t€T = Widerspruch zur Def x
7
USSEEEESSRERLES A (als kleinstmdgliche obere Schranke von T
I ///
2 .Annahme: f (x) <y 3 N>0:f(t)<y V t€[a,b]nuM (x) =

54’5“ 1.)
f(t)<y V t:x<t<x+M = x+M/2€T = Widerspruch zur Def x

(kleinstmégliche obere Schranke von T)I ;Z f(x)=y

Andere Formulierung:

Sei f:[a,b]—=R stetig. Sei ferner y eine beliebige Zahl mit

f(a) <y <f(b) oder f(b) <y<f(a). Dann gibt es ein x€[a,b] mit

f(x)=y.

Bew:Sei f(a) <y <f (b) angenommen (sonst betrachte -f). Sei
x=sup{&€(a,b]:f(§) <y}. Ware f(x)<y, so wirde aus der
Stetigkeit von f folgen, dass f(x+h)<y ware fir
genliigend kleine h>0, was der Def von x widerspricht.
Ware f(x)>y, so ware wegen der Stetigkeit auch
f(x-h)>y fir hinreichend kleine h>0, was ebenfalls
nicht sein kann. Also folgt f (x)=y.
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Andere Formulierung:
//84.3.2(2403) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn filr jede Folge//

// (x,) in D mit x,—x, auch f(x,) — f(x,) gilt.//

n—r oo

Bew: Konstruktiver Weg: f stetig aufla,b] =
O0.B.d.A f(a)<f(b) und ye(f(a),f(b)). Wir betrachten
g(x)=f(x)-y, g(a)<0, g(b)>0. Gesucht, ein x mit g(x)=0.
Bisektionsverfahren
Definiere rekursiv Folgen (a,) J_,, (by) 7_,, (I.) 7_, gemab
apg:=a, bg:=b,
Io=[ao,bo], g(ao) <0, g(bg) >0,
In=[amk%9, g(a,) <0, g(b,)=0 gegeben, dann setze

N N

N
p <« N\
a_+b_\_\\ a +D - a +b
a,— -, TalIsgl — >0,dha, =a,b, =- <Dh
Inn= : NN 2
e a +b h 1.\\ a +b
- —, b | fallsg ~<~—| < 0, dhb, =b,a, =— > 3
2 _ N 2
N\
ai? + bﬂ a” + bll B 2a \\
bn+l_an+l: —adn= -
2 2
a +b
g( n n )\
2 ~
| >
Adn=an+1 erl —}brwl\\
q \
N
N
N
N
N —
. \w///
und es gilt g(an1)<0, g/
1 - - =
= (bomao) (@) T/ <bo, (ba) Ty Z&7-a.<b, Duman—0
Intervallsch. Sj;3.2
= d x,€(a,b) :a,—%¢Db, =

——
mon. Konv . f g stetig

n— n— o

Bem: Falls f:[a,b]— R stetig und f(a)<0 und f(b)>0, so
existiert mindestens eine Nullstelle E€ (a,b) von f.

2.) J:=f(I) ist ein Intervall cR.
Bew:J:=f(I), c,de€el, c<d = c=f(a), a€l; d=f(b), bel =
[c,d]cya
Andere Formulierung:
Bew:Fir 2 Funktionswerte f (x;),f(x:), X;,X,€I gilt, jeder Wert
zwischen f(x;) und f(x,;) ist auch Bildpunkt, d.h. aus
f(I) (nach ZWS)

D4.4.1(2501)Sei Dc K und sei f:D—K.
Ein Punkt xy,€D heilt Nullstelle von f, falls f(x,)=0 ist.

Bem:Sei f:[a,b]—R stetig und seien f(a)=0 und f(b) <0 oder umgekehrt.
Dann hat f mindestens eine Nullstelle auf [a,b] und eine dieser

Nullstellen kann mit einem der folgenden Verfahren ndaherungsweise
berechnet werden:

2501



1. Bisektionsmethode

Falls f(a)=0 oder f(b)=0, ist nichts mehr zu tun. Andernfalls seien
ap=a, by=b. Dann haben f (a;) und f (by) unterschiedliche Vorzeichen und
somit ist f(ag) f(by)<0. Sei jetzt x=(apt+by) /2. Falls f(x)=0 ist,
haben wir eine Nullstelle gefunden. Falls nicht, kann f (ao) f(x)<0
sein und in diesem Fall seien a;=a,, b;=x gesetzt. Im anderen Fall

gilt f(by) f(x)<0 und wir setzen a;=x, b;=by. In beiden Fallen ist

a:<b; und f (a;) f (b;) <0.

Sind allgemein schon Zahlen a,,b, mit a.,<b, und f (a,) f (b,) <0 gegeben,
so sel jetzt x=(a,+b,) /2. Wenn f(x)=0 ist, stoppen wir das Verfahren.

Wenn f (a,) f(x)<0 ist, seien aj.ni=a,, b.n=X gesetzt. Wenn dagegen

f(b,) f(x)<0 ist, seien a,=x, bu.:1=b, gesetzt. Insgesamt sehen wir,
dass dieser Algorithmus entweder nach endlich vielen Schritten eine
Nullfolge von f findet oder aber 2 Zahlenfolgen (a,), (b,) liefert,

fir die immer a,<b, und f (b,) f(x)<0 ist, so dass nach dem

Zwischenwertsatz eine Nullstelle von f im Intervall (a,, b,.) liegen
muB. Nach Konstruktion ist (a,) wachsend und (b,) fallend, und b,-

a,=(b-a)2™. Also folgt Konvergenz beider Folgen gegen denselben

Grenzwert a, und dieser muss dann Nullstelle von f sein. (siehe auch

oben)
2.Regula Falsi

Wir gehen genau wie bei der Bisektionsmethode vor, nur setzen wir

in jedem Schritt x gleich der Schnittstelle der Geraden durch
(an, £(ay)) und (b,, £(b,)) mit der x-Achse,
d.h. x=(a.f (b)) -b.f(a.))/ (f(b.)-f(a)) .

Verfahren mit schnellerer Konvergenz gegen die Nullstelle siehe
spater Newtonverfahren.

Bsp: Mit x¢=+/2 (>1,41), x1=46- 243 (<1,6)gilt: Die Funktion cos x ist
positiv flir x€[0,xy) und hat mindestens eine Nullstelle auf dem
Intervall [Xq,X:1]

Siehe auch S3.6.3

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//
//Vor:Sei IcCR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€I, a<b.//

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.//
x° x* xt
Bew:Aus = o <cos x< __§_+EZ folgt cos x;, <0 == Beh
[N —— S4.4.1

0 fiir x=x, <0 fiir x=x,
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A4.4.1 Bewelise, dass ein Polynom ungeraden Grades mindestens eine reelle

Nullstelle hat.

2n- 1

Bew:Es sei f( Z ax* neN, a,,1#0.
k =0
ObdA sei ay,-1>0 (sonst f durch —-f ersetzen)
X a
£(x) -2 Gan-1 (2012204
a2n—1x Kk =0 2n-1

a2n-1

—0,x—> w0 =
ling(x)=1=1img(x) = 3 x>0 mit g(x)21/2 ¥ x2x, =

(Xl)-—TT(Xl) Aono1X17>0.
d x,<0 mit g(x)=1/2 V x<x, =

~\

2n-1

X,)a, ., X
f(XZ):g( 2025, % g
>0 >0 <0

<2, Da f stetig, existiert € (x,, %) mit £(§)=0
Ad4.4.2
a) Geg sei eine stetige Funktion f:[0,1]- R mit £(0)=£f(1).
Zeige:Es existiert mindestens ein E€[0,1/2] mit f(§)=f(§+1/2)

//S4.3.3 (2403)Rechenregeln fiir Stetigkeit//
//Vor:f,g: MR stetig im Punkt x,EM.//
//Beh: 2.)af+flg stetig in x, V a,BER (bzw €C)//
Los: f — —3

0 E §+1/2 1

Definiere g:[0,1/2]1- R, g(x)=f(x)-f(x+1/2) = g stetig.

5§4.3.32)

Fall 1:g(0)=0 = f£(0)=f(1/2) = Beh mit E=0

Fall 2:g(0)#0 =
g(l/2)=£(1/2)-£(1)=£(1/2)-£(0)=-g(0) =
g(0) und g(1/2) haben verschiedene Vorzeichen &
4 E€(0,1/2): g(§)=0 = Beh
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b) [0,1]—[0,1], Surjektiv oder injektiv?
® f(x) : xbx*, k€N beliebig

Los: Seien x,ye[0,1], y>x (d.h. y>0) =
= yxt 2 ytyxt 2 y>x’oiusw 2 yo>x* YV keN = fr

V= > y=x Induktion

y>x ::O yi>yx
= f injektiv

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)
//Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y I mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.
f(x)=x* stetig, f£(0)=0, f(1)=1S§ZW V ye[0,1]: y=f(x) =

f surjektiv

®® g(x) : xb»sin (mx)
Los: g(0)=g(1)=0 = nicht injektiv

sin und mx sind stetig und g(0)=0, g(l/2)=ls§i]f surjektiv

006 h(x): xl—)lx

LOs: J—x—J— = x=v = h injektiv
S 2'Y Y J

z.B. 1#h( X ) = nicht surjektiv
€[0,1]

c) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)— (0, )

//84.4.1(2500) Vor: IcR Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y I mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.
Los: f(x) ==Lo_g§>£,§

Bew: logT = f1 und stetig
f(1)=0 & £ (0,)=w 5341 V ye(0,0) I x€(0,1): y=-log x =

f surjektiv = f stetig bijektiv

—
logund - log injektiv
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d) Es sei a;<a,<.<a, (neN). Zeige:
\

a)Die Gleic\hung Z
\ K =1

\
\

=0 besitzt genau n-1 reelle L&sungen
- a,

Los: 25 N =0 mulﬁlpllzlert mit II aj) & 25 ;£1 (x—ay)=0.
1 k \ j=1 k=l yay
S 1 \\f[ Lo
# Bsp: =0 & (x-a-) =0 &
= 2T S M ’ kZ:; R T
o] 1 1
# (x—a1) (x-az) (x—as) (© + + )
N-a, x-a, X-da,
\\ 3 3
# =(x—-a,) (x—a3) +(x—ai) (X\—\a3)+(x—a1) (x—a2)=2 1;[ (x—ay)=0 &
\ k=l I
# P(x):=(x—a2)(x—a3)+(x—aJX(x—a3)+(x—al)(x—az), Grad=3-1=2
a > RS \\ N \
# P( L) =(amay) (ar>a) + (aima N (@i-as) +lai-a)Mai-az) =
g RN \ R
\ N \\
(a;-az) (ai—as) —TI\ *QJ \>O \\\ AN
/#/( \\\ \\ \\ \\
4 3 ~o N \\
\\ \\ \
# P( 2 ):U (az—aj) =(az—ai1) (az—asz) <0 > >o \\ \\
- J = ~ N
=x j #k S \\ \\ \
\\ N N \
a ﬁ \\\\\\ \\\\
# P(_:"A )=14 (a2-ay)=(as—a1) (a5-az) >0 (a;<ay<.<a,=tasai) -~ (as—an) >0)
=X j #k \Q\ \i\
n \§\ ANN
S\
Definiere P: R—R, P(x)=) Ll (x-a;) ist ein Polynom vom Gra¥sn-1

k=1 j#k

pay = U (aean= [ @29 1 ® 2 H(“"“)/Hl(“ @) (Lq)n
e = >0 J=k+1 <0

. j=1
J#Fk >0

= P(a,) >0, P(a,1)<0, P(a,s)>0 usw A
3 Eke(akrakﬂ) mit P(Ek)zo (k=1,...,n-1)
d.h P besitzt genau n-1 reelle Nullstellen (P (x)=nx"'+.) =

P besitzt max n-1 Nullstellen) und somit besitzt die Gleichung
genau n-1 Losungen.
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1
=c (c#0) besitzt genau n reelle Ldsungen
X - a,

b)Die Gleichung Z:
k=1

Lbs:f ! =Cc < S E (x—ak)—cH (x—ay)=0.
k=1 K

j —_
i 1=

X)=P(x)-C (x—ay) . Dann gilt fir k=1,...n:

Definiere Q: R—R, Q¢

P(ak) = Fir kzl, ...,n—l = EkE(ak,ak+1) mit Q(Ek)=0.

a -
Q( k) x=ap=a;-a;5 =0
Andererseits gilt im Fall >0 ?2?2?:

= [Tex-2) <= =
\—/(—JX) j -0 —+ Ed
- c)ya;>0,a, >0

gradn-1
Q(x)= -C  gradn =XT “© ??2? #—o-cx"—>

# 3 E.€(-w<-cx",a;) oder E,€( a,<-cx"<w): Q(E,)
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A4.4.3 Betrachte fiir a€R die Funktion f:[0,o)—> R definiert
x“ *logx fiir x >0
0 fiir x =0
Zeige, dass f auf (0,0) stetig ist,
dass f im Punkt x,=0 aber nur dann stetig ist, wenn a>0 ist

durch f(x)={

//84.3.3 (2403)Vor:f,g: M>» R stetig im Punkt x,EM.//
// 2.)fg stetig in x,,//
//83.2.11 (1753)Expotentialreihe//

// Die Reihe 25 z¥/k! ist fir alle zeC absolut konvergent.//

k=0

// V zeR gilt weiter;éé zﬁ/k!:exp(z):lﬂn(1+z/n)“.//

n— o
k=0

/
//
Bew:x“ und log x ;;ﬁa stetig auf (O,w)54§ZZJf(x)=x“log x stetig auf (0,o).

/// lgggm) -

f stetig/iﬁ x=0 & ——c— =£(0)=0 < o>0-siehe *
/ T c,fausfg,,f”/
e ’/,/”///cqmﬂsa<0

Bew*;QJAX*Eégﬁ(alog X) = 1y fallsa =0 =

7 o fallsa > 0

x“1og x — - falls 0<0 (da log x — -o)

x—0, x— 0,

(..)Sei a>0:

< >
x*log x ~ 0, -x%log x + O
x— 0, | x— 0,

| . . y s
x=exp (alog (1/x) # = 3 Mzthmog;/x» i s
| b v=0 ! ! !

|
L+ 21oel/x) | (alde(/x)” 4 (g, @1090 /X oy (g 0y
4

[ 1! 1 4 2
| | I
= ' A__—A-—~
L1 T4 0<-x%log x=x"log lix<==—C"T——— 0 0
gl e mm T o’ 1og L / ) x>0,

da log(l/x)—w, (1/x—w, x—0,) = -x“log x :% 0 = x%log x =0

x— 0,
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Ad4.4.4 Untersuche die Funktion f:(0,1)—> R definiert durch
|V gqfiirx=p/gmitp,qg€ N, wobei der Bruch gekiirzt sei
f(x)_{ 0 fir x€(0, 1H\Q
auf Stetigkeit in jedem Punkt des Intervalls (0,1)

//S4.3.2(2403) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn filr jede Folge//

// (x,) in D mit x,—x, auch f(x,) — f(x,) gilt.//

Los:Beh: (.)f ist unstetig in jedem x,€(0,1)N Q
(..)f ist stetig in jedem x,€(0,1)\Q

Bew: (.)Seil x%x,€(0,1)NQ beliebig, fest. Wahle eine Folge (x,) in
{(0,1)\ Q) \{ %) mit %, = x, (solch eine Folge existiert..

+
# z.B x:€(0,1)\{Q), %, xml:xozx” ) rekursiv# =

f(x,)=0 = 0#f (x,), da x,€ QN (0,1) S?sz unstetig bei x,

3.

(denn lim (x) existiert nicht oder...und ist #f (x,))

X=Xy
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//D4.3.1(2400) DcR. f: D—-R, stetig im Punkt x,ED:&

// V €>0 3 8>0:f(x)€U€ (f(x,)) V x€DNUs(x,) oder Aquivalent....
// (Ve>0 3 6>0 mit |f(x)-f(xy) |<e V xXED mit |x-x0|<0).
// f heiBRt stetig auf AcD:e f ist in jedem x.€A stetig.
// 81.5.15(759)
//2.)Va,beER,a<b (.) 3 geQ mit a<g<b und (..) I deR\ Q mit a<d<b
S ) _ 5
#(..) Y £>0 3 80: | (O% o I ( xO ) |=f(x)<e V XED mit |x-x,]<9d.
(0,
e(0,1)/Q
 xe€(0,1)NQ = x=§ & p<q
1 1 2 1 3 1 4 1 2 -1
# Betrachtung M:={ =, =, =, =, =, =, .., =, .., —, —, ,QL——}
2 32 3 4 4 5 5 q q q
=0 .
JCx ) ———  f(x ) 1
# Zu €>0 3 ge: | = xy )= T =—<e > qs>l =
—eM [ L epm q. e 4 [=F;
qe 6(0,])/Q q
1 1 1
# gi=[— ]+1>g>— = —<¢
£ E 4o
11 2 1 3 1 4 1 2 qo -1
# Betrachtung My:=| —, —, —, —, —, —, «., — —_—, —
g 0 {213 3 4/4/51 151 rqo qO, 14 q() }
# Wahle 0<8:=minf| Yo -m| :mEM,};
£0
R T - ittt e
# Bsp =—, x=£ =0,7071 = <L = g4 =
4 2 ~ q(),f’ 4
1M 2 1 3~1 2 3 4
# Mo, 1/a:=|— /7 =01 — 71— 1 —F— — —
0;1/4 {2,37\3i4’4’575\’\5\’5}
SO 1 1 1 2 "% 2 4
# Betrachtung Ordnungz —7;47;——,~%,——;5§45—, 20,7071;55;—7 =
5743527573 4’5
. J 2
# 6::mln{|XO_m|:m€M0;1/4}:|§\'\7|20104050 (|72_i |>6)
2 3. 2 al
. 1 1 1 3 1 2.3 4
# Sel mEMIO;l/4::{2'3'4'4'5'?'\5L\5} (2/3 fehlt)
2 >N
# = |m-~0,7071] > &=|¥2-=|=0,04050~_
2 3 ~.
2, 1 5 1 2 6 ~~
# Betrachtung M®5s:;—€Q\Mm1M:{g.,g.,;-,;»P"7»,"P\\\
# S1.5.15(759) :d mEMys;1/4: £<m<£: Im—72|<6 = g>5 =;\L/q<£<l=
2 3 2 S 5 4
THT T TS V™ x€Us (X0), x=p/q€(0,1) mit peN, geN téilerfremd” glIﬁ_\ ______
# XE% => g>1/& = 1/9<€.
0, falls x E U,x)\Q .
# Wegen f (x)= wobei peN und geN
1/q,fallsx = p /q E‘&dx‘ Q
# teilerfremd und x¢€M V x€Us;(xo) folgt Ifoﬁ\ £(x, )|— f(x)<€ Vx€EUs(xo)
:o
Bew: Betrachte die Menge
M:=[p/qg: peN und ge€N teilerfremd, p/q€(0,1), gq=1/€}.
Mit q:= [1/€] gilt dann - —————————~""7"7"7"" T
M 11 2 1 2 3 1 4 1 2 9 -1,
) - CV—17 — 07— — 01— s — r ’ J
nur teilerfremde Elemente 2 3 =2 4 4 4 5 5 d, d, qb

insbesondere ist M endlich!..
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Sei p/geEM = p/ge (0,1), g<l/ &€ = 1<p<g und 1<g=<q,.
(peEN und geN teilerfremd) .

Wahle O<6:=min{|§(g -m| :m€M}, méglich denn x#Q und M ist endlich.
= V x€Us(x0), x=p/g€(0,1) mit peN, geN teilerfremd gilt:
xeég‘fé = g>l/ € = 1/g<€.

0 fallsx € U,x,) \ Q

Wegen f (x)= -~ _ wobei peN und geN
J 1/ g fallsx = p/g<€dx)nQ P d
teilerfremd und x¢M V x€Us(x,) folgE\l‘f‘(x.)_—\E(fo) |=f (x)< €& VxEU; (%)

=0
A4.4.5 Es sei £:[0,1]2[0,1] eine stetige Funktion. Zeige: Es existiert
mindestens ein E€[0,1] mit £ (E)=E.
Bew: (.) £(0)=0 oder f£(1)=1 = Beh. richtig
(..)f(0)>0 und £(1)<1. Beachte f[0,1]c[0,1].

g stetig auf [0,1] und g(0)=£f(0)>0, g(l)=f(1)-1<0 =
WS 4.4.1
3 g€[0,1]:9(E)=0, d.h.f(E)=E.

//D0.2.4(200) Eine Abbildung (Funktion) f: X—=Y heiBt//
// 1.)injektiv(eindeutig) oder Injektion: & V x,,x,EX mit x,#x, = //

// f(x;) #f (x2,), d.h jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f(x),
//d.h. aus f(x)=f(y) = x=y//

#Bsp
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S4.4.2(2510)
a)Vor: f:I- R stetig.
Beh: f injektiv & f streng monoton. (genau dann injektiv, wenn...)
Bew:“&" #Stetigkeit spielt hier keine Rolle wie folgt#
f streng monoton wachsend (oBdA, sonst —-f).
Gilt x1#x,, so ist xi<x, oder x,<x; und weil fT gilt f (x;)<f(x,)
bzw f(x;)<f(x;), d.h. f(x;)#f(x;), £ ist also injektiv.
“=2f:I-> R sei stetig und injektiv, d.h. fir x;<x, aus I
gilt f(x;)#f(x:) (o0.B.d.A. f(x;)<f(x;))
#Betrachtung des Bereichs O/Dkaz], o6 T

X
N

£y S £(x), ME 7WS4.4.1 gilt:
- N

® Annahme:3 € (x,,x,)Mit

3 X*E/(/;,/Xg) mit \\\ < I >
f(x*)=£f (x;) Widersprusz
zur Injektivitat 1NN
= V x€(x,,x,) gilt \\\ ARS]
£ (%) <f (x)<f(x;) AN j
Annahme:3 x,y:x;<x<y<x, mit h
£(x) 2 £(y) |

in
J N

Widerspruch zur Inj iox}\-; x* kv %

= f ist streng monoton auf [xXi,X,]
® @ Annahme:links x; Monotonie verletzt: I x¢<x;mit £ (xo)>f (%)

X, ) < ’ X (X'I Xz)
Gilt {f(O) fﬁz) so existiert (ZWS4.4.1) ein x €
f(x()) > .f(xz) (Xyr X4)
O [f® = fx,) o
mit . Widerspruch zur Injektivitat
fx) = f(x,)

Analog rechts von x, = £7T auf I
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b) X&R, K&X, K kompakt, f stetig auf K = f(K) kompakt
(das stetige Bild kompakter Mengen ist kompakt

//D4.1.1(2200) Sei McC, M#0:

//5.)M heiBt kompakt:e M ist abgeschlossen und beschrankt

//4.)M" sei die Menge aller HP von M und //

// ™M :=MUM’ die abgeschlossene Hiille von M. /

. = 4/
// M heiBt abgeschlossen: © M=pM © M/ CM.# M=y =MUM’ & M’ cM

// Fir z,€C und 0>0 sei %-5(-26)‘:3‘0’5'(‘2_0)_\_{20}={z/€ Clo<|z-2z,|<8}.
//1.)z,EM heiBt innerer Punkt von M:< 3 >0 mit Us (zo) ©M.

/
// ﬁ& sei die Menge aller inneren Punkte/mon M

//3.)%x€ER heiBt Haufungspunkt (HP)von M:< # e>0 1ist MF\E“(XO%¢®.
/

//Bem:Aquivalent dazu: /

// 1.)Mit 154(20)::UJ20)\{20} (sog puyﬁtierte Umgebung von zg)

// gilt Je(zo) ND#£@ ¥ £>0 //

// 2.)3 (z,) mit z,€D\{z,}, sodasg’ gilt: Zn 2

//S4.3.3(2409) f=D>K stetig in z.€l &

// fiir jede Folge (z,) in D ﬁit Z. = zo gilt auch f(z,) <= f£(zo).

/ n o g
//82.2.4(1308) Bolzano Weierstrgﬁ (BW) (siehe auch S2.4.1)
// Jede beschridnkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge
Bew: (y.) Zahlenfolge y.€f (K) V/nEN.

Zu zeigen (y.) hat konvergente Teilfolge.

= /

. — ) . —
3 XHEK : f (Xn) _yn K J'\’()JJ?;;;(I.]S'ZZ.Z.4 3 TellfOlge ( x”/" ) von Xn: x”/.' k:JGO
= — /
f sretig Yo, fegs £(8) /

/
Bsp: f:[0,1]—[0,x) ist nie stetig,
da [0,o0) zwar abgeschlossen aber unbeschrankt = nicht kompakt
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A4.4.6 Zeige

2 6
x+1 x" +1
a) +

1=O besitzt im Intervall (0,1) mindestens eine LOsung
X X =

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei IcR ein Intervall f:I-R stetig auf I, a,b€I, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.//

2 6
Bew:Sei f(x):=2 T 14% +11, x€(0,1) =
X X =

f stetig auf (0,1) da f rationale Funktion und Nenner#O0,

' ' o
LIM £ (x) =+, 1iMf(x)=-w, = 3 a,b€(0,1), a<b mit f(a)>0, £(b)<0 =
S4a.4.1

3 E€la,b] (insbesondere E€(0,1)) mit £ (E)
Man kann eine (die) Losung E€ (0,1)

0
von f (§)=0 noch genauer

eingrenzen:
F(1/2)=p /AL V6L o ey (L gy =121/ )y =12 S04
/2 S 1/2 64 64’ 128

=1/2(3/4—(é+1))=2(1/4—1/64)=15/32>o
i+1 [36+1 1 34 1 3 +5° 3281

£(3/5)=25 " "+ 5] T =2 oo .2 2= <0
3/5 375 29

f stetig

— = 3 Ee(1/2,3/5):£(E)=0

zZwWs4 . 4.1
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b)Die Gleichung xe*=1 hat genau eine reelle LOsung

//D0.2.4(200) Eine Abbildung (Funktion) f: X—Y heiBt//
// 1.)injektiv (eindeutig) oder Injektion: & V x,,x,EX mit x,#x, =//

// f(xy)#f(x,), d.h jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f (x),
d.h./ // aus f(x)=f(y) = x=y//
Bew:Sei f(x):=xe*, x€R = f stetig auf R.
[ stetig
Existenz einer Ldsung: f(O)=9, f(l)=e>1 = 3 E€(0,1):f(E)=1.
<1 Sa.4.1

Eindeutigkeit der L'cbsung:fT\ auf (0,o), denn sei
X eXl %, \
0<x1<x,: £ (%) =00 S0 <x,© " =f (xy) (da e-FktT )

<Xy <™ \

Sei éeR eine LOsung von f(x\\)=l(d.h. f(é)=1).

f injektiv
f(x)=xe*<0<1l V x<0 = é>0 = %=§
auf (0, %)
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