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A4.1.1 Es sei OcR, 0 offen. Zeige:0=J I, bzw. 0=J I, mit paarweise

k= k=

disjunkten Intervallen I,cR.

Bew:3J Intervalle I,, k€[(1,...,N} mit NEN, bzw k€N, welche paarweise

=)

disjunkt sind (d.h. I, NI,=0 fir v#u) mit O=LJ Iy, bzw. O=LJ Iy

k=l k=1

o]
(Bem: Fiir N=0 bedeutet dies 0= I,=1J 1,=9)

k=1 ke

Vorbem. zum Bew:
Es gilt fur IR mit |I|=2 (I hat mindestens 2 Elemente).
I Intervall (nicht beschrankt) & V x;,x,€I ist (x;,x,)CI.
//80.2.1(102)
//Vor: Sei X beliebige Menge #©, dann gilt
//1.)Ist R eine AR in/auf X, so ist die Menge aller AK von R
// eine Partition von X (d.h. X ist die Vereinigung von
//  paarwelise disjunkten AK #©, oder X ist in disjunkte AK #0O

//  zerlegt: x=U ()

Bew:Die Behauptung léasst sich auch folgendermaRen formulieren:
d eine Partition von O in hoéchstens abzahlbar viele Intervalle.
Deshalb liegt es nahe, eine Aquivalenzrelation zu betrachten.
Definiere auf O folgende Relation:
X1~%X,:< 3 Intervall I mit x;,x%x,€I und IcO.
Wenn diese eine Aquvalenzreation ist, bilden die #
# Aquivalenzklassen eine Partition
Dies ist eine Aquivalenzrelation, denn
7

7
//D0.2.1 (100)Seien X,Y Mengen #@. Jede Téilmenge RCXxY heiBt eine// //

=

Relation der Menge X zur Menge Y// ///

//Bez:xR y oder xRy:< (x,y)€ER X steﬁt in Relation zu y bzw//
// xRy:e (x,y)€ R // /

// Falls X=Y heiBt RCXxX= k?/ﬁelatlon in oder auf X//
//D0.2.2 (100)// /

//1.)Eine Relation R auf X,(d h. RcXxX) heiBt,//

// reflexiv: & W7xEX gilt xRx (d.h. (x,x)€R)//

// symmetrisch: gv@/x,yex mit xRy = yRx //

// Pl (d.h. (x,v) € R = (y,x)€ER)//

// antisymmetrisch:< V x,y€EX mit xRy und yRx = x=y//

// g (d.h. (x,y) €R und (y,x)€R)= x=y)//
// transitivx/ © V x,y,z € X mit xRy und yRz = xRz//
// / (d.h. (x,y)€ R und (y,z)€ R = (x,z)€R)//

//2. )Elne,Relatlon R auf X heiBt Aquivalenzrelation (AR): <//
// R/zst reflexiv, symmetrisch und transitiv//

(.)>ist reflexiv: Sei x€0 bel = 3 g£>0: (X X+ 4 (4o
L/ O offen 7

Z x~x #(Da O offen ist, existiert zu Jjedem x€0 eine Umgebung
X €T

# U.(x) innerhalb von O. Das ist ein Intervall, welches x
# enthdlt. Die Vorschrift zur Bildung der Relation kann
# dem x ein x zuordnen, d.h. (x,x)€R)
(..)~ 1ist symmetrisch: Sei x;~x, = d I (=Intervall) mit
X1, %X€T und ICO = X,,x:€I und ICO = X,~X;
(...)~ 1st transitiv: Seien x;~x%,,x,~%X; = 1 Intervalle I,J mit
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X1, X,€I und IcO, Xx,,x3€J und Jc<O f INJ#0©

%, EINJ 1,3 Im?;rvalle
IUJ ist ein Intervall und x.,,x:€IUJ, IUJCO = x;~X;
Bezeichne IX:xLV die Aquivalenzklasse von x€0
Beh: I, ist ein Intervail ___ _ _
Bew: Seien x;,x,€I, bel. Z.z. Iﬂigf§éiI (X7, x7)<I, (wegen Vorbem!) .
Sei dazu VyE€ (x;,X;) bel. Wegen x;~x, (da x;~x und x,~x) folgt:
d Intervall I mit x;,%,€I und IcO = yET =

Y EXq, X,

y~x; (und y~x) 3’ y~x = y€EI,.

Damit hat man zumindest: O=|J I, mit I, =I, oder I, NI, =0

V x,,x%,E0
Wahle nun aus Jjeder Aquivalenzklasse I, einen rationalen
Reprasentanten:
Formel: Sei S=[I,:x€ O] die Menge der Aquivalenzklassen und
wahle eine bijektive Abbildung f:S—-0NQ, dies ist mdglich,
da jede Aquivalenzklasse I, ein Intervall ist, also einen
rationalen Punkt enthalt).
£f(S)=0NQc Q = f(S)ist hdéchstens abzadhlbar #da Q hdéchstens abzahlbar#
= f(S)=[r;,...,ry) mit NEN, oder £ (S)=[r.:keN}.
Also insgesamt O= LJ I, b 0=J I, mit paarweise disjunkten
k=l k=
Intervallen I,
N
(Wem die Indizierung nicht gefallt: Sei 1,=1, = o= T &

k=

oo

pzw 0=UJ 1x-)

k=

A4.1.2 Zeige mit Hilfe der identischen Abbildung, daB Jjede
nichtleere kompakte Teilmenge von R ein Minimum und ein
Maximum besitzt
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A4.1.3 Priife bei folgenden Teilmengen von R, ob sie offen abgeschlossen
oder kompakt sind.
a)B=(0,1)U(3,5)

//84.1.1(2204) 1.)Fiir Mc R oder McC gilt

O_

// a) M OLCJMO=Vereinigung aller offenen Teilmengen von M

Lés: (0,1) & (3,5) offen =2 E;:(O,l)U(3,5):B = B offen

S4.1.1
Sei (au) ;021:(5—%)CB & %}g} (5—%)=5€B = B nicht abgeschlossen =
B nicht kompakt
b) C=f(B) mit f(x):l
Los: 0<x<1 = oo>f(x))>cl = f: (0,1)—>(1,x)

1 1 1 1
3<x<b == —>f(x)>— = f: (3,5)>(—, —
3 (x) 3 (3,5) (3, 5)
C=f(B)=(1,oo)U(%,é) 3) C offen, nicht abgeschlossen, nicht
kompakt
c) D=1

Los:[0,1] & [3,5] abgeschlossen = [0,1]U[3,5] abgeschlossen =
[0,1]U[3,5] ist eine mdgliche abgeschlossene Obermenge Q =2B

Darstellung Randp. 0,1,3,5 in Form (an): =(a—l4) moéglich =
0,1,3,5€Q = O=48

(l+%a)¢§ & (l+%s)€Ug(l) = Q nicht offen

Q abgeschlossen und beschrankt = Q kompakt

d) E=f£(B)

l, l] abgeschlossen

5 3

U:(0)Z £(B) = f(B) nicht offen,

f(B) nicht beschréankt = £(B) nicht kompakt

Los: f(B)=[0,0)U][
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