A4.2.77
a)Es sei McK und f,f,:M—> K, neN.(K...z.B R, C)
Zeige: Gibt es ein €&>0 und eine Folge (x,) in M, sodass
| £, (x,) £ (x,) | =¢, fir alle oder auch nur unendlich viele n ist,
so kann (£f,) ﬂ@cht gleichmaRig auf M gegen f konvergieren.
\
Bew:Annahme f,w. f glm konvergent auf M =
nroo
\
zu e=,>0 3 meN auf M: [f.(x)-f(x) | > & W x€EM.
\ n=ng
Widerspruch, \denn nach Vor gilt
| £, (x,) £ (x,) | 3¢, fir unendlich viele, also fir mindestens ein n=n,.
Also konvergiert f, nicht gleichmaRig auf M gegen f

Bem: (.)Es kann sein dass f, trotzdem auf M glm konv,
nur eben nicht gegen f P2727°272°7

b)Untersuche die untenstehende Funktionenfolge (f,) le

Intervallen I,=[0,1] und I,=[1,2] auf gleichmiaRige Konvergenz:

jeweils in den

£, (%) =—

= 5 x€R, neN.
+ n°xX

27

//D4.2.4(2350) (Kérper:K, z.B. R, C)
//® ® Funktionenfolge (f,) heiBt punktweise konvergent gegen eine Funktion

// f: D—K, wenn gilt V z€D V &0 3 N, : |f.(z)-f(z)|<e V n>N.,,
// Schreibweise: f(z)=%}g f,(z) V ze€D

//Andere Formulierung:
// Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D punktweise konvergent, falls fir
// jedes z€D die Folge (f,(z)) konvergent ist. Ist dies der Fall, so

// heiBt f:D—K, mit f(z):%ig f.(z) V z€D, die Grenzfunktion der Folge.
//® ® ® Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D gleichmdBig konvergent, falls

// sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
// weiter gilt: V &0 I NeR, V neN V zeD:n>N = |f,(z)-f(z) |<e.
Lés:#f(§)=#%}§f5(x)20, f.(x) =2 0 V x€R punktweise Konv.

n— oo

(.) f.‘konvergiert nicht glm auf I,=[0,1] , denn sonst miiBte gelten:
3 Fupktion f: [0,1]2R mit £.—-f glm auf I,=

£(x)=LIM £ (x)=0 7 =x€I,.

Aber mit x,=1/n gilt
\
\ h ot
B 0 g,
| £, (x,) -5 | = 1 =1/2=:¢,>0 V neN =
=0 2
l1+n -—

2
n

(f,) nicht gleichmaBig gegen f konvergent (nach (a))
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(..)f,(x) = 0 konv glm auf Iz=[l,2] gegen f =0

(genauver: f:I,-» R, f(x)=0 WY x€I,),
denn zu £>0 bel fest wahle n,=[2/¢e]+1 =

*2 *2 2
f(x)-LC) . nx < nt2 _nT2 2 5 e V¥ on>n,, V x€L,.
=0 1 + n’x® xe1,21 1+1%1>  0+n° n

A4.2.9 Punktweise, gleichmaBige Konvergenz? h,: R=» R, xb [i}

n
//81.5.15(759)
//1.)Y a€R 3 das groBte Ganze von a, d.h. I [alEZ mit
//  [a]=a<[a]+1l, [a]:=max|{n€Z |n<a]

— { 0, fallsx =0

Lés: h(x) = = h, =~ h = h, konvergiert punktweise

n—owo |~ l,fallsx <0 n— o
Fiir n fest: |h,(x)-h(x) | W“Z e V e>0 h, konvergiert nicht glm
0]0 <x<10
4 5 _10 huo (%) < (x) | =] >1]10 <x 0, falls x =0 | = |2-0|=2 =
Sp nmAYs THoix T q-1=x <0 |- Ljatisx<0 ' o=x=0 -

<-llx<-1
# 3 0<e<2: |hy(x)-h(x) > =
V e>0 3 NN V >N, YV xex:|f,(x)-f(x)|<e

.
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A4.5.10 Fur welche x€R sind die folgenden Reihen konvergent?
Finde maximale Intervalle, auf denen die Reihen gleichmalig
konvergieren. /

a) Z sin(x/n)

n=0

//83.1.4(1605) Bsp 3, Seite 1608//
-x /6 <sinxk <x-x/6+x /120

//x xz/ sinx < x xz/ +x4/ YV 0<x <3//
1-x"/2<cosx £1-x"/2+x"/24

//82.2.2(1301)

//Bsp:1.) anr=25 ij V neN = nicht konvergent
=1
N 1
// anr=2§ y Y neN i;wZ = konvergent
k=1
# ani=, lp p>2, peN = 1/ke<1/k*= 3 1/k< > 1/k* = > 1/k* konv
k=l k k=l k=l k=l
. = <3 . x <3 x>
1L6s:83.1.4 Bsp 3: —- <sin(x/n) <—- +
n 6n n 6n3 120n°
= ‘57 l
S2.2.2 Bspl.): Z: == < , bestimmt divergent = +ow, o2 -oo.
= n — oo T ” x>0 x<O0
0 3 0 5 .
Siehe oben: Z =, Z X konvergieren y  cr -
= 6n? = 120%° §22.2Bspl.)
D sin(x/n)=+m (x>0) (- (x<0)
= TSR
Fiir x=0: sin(x/n)=>gin 0 .\2\31n(x/n)=0 konvergent fiur x=0
N N\ n=\l\\\\\\
x “x );3\ THex xS x>
# 3 nEeN: | =<3 V n>ne: —-—_&sin = <Sso——+ -
n n. 6n’ "\ n n '6n\ 120n
3 3 5 3 - 3 5
# X4 X >ogip T X X X N XX seip -t X X X
n  6n’ n n 6n° 120mn° n  6n’ n n 6n° 120
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n =0
//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion//
//Fiir z,weC, xeR gilt//

. . 1
//5.) V xeR 3 exp (x)=%i—§} (l+x/n)“=%£21 (1-x/n) "= exp(-x)=——>—//

exp (%)’ exXp(x)
//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion// //
1 -7
//7.) l+x<exp(x) V x€R, exp(x) <1— V x<1// e
\\ - X //
//1.) (.)exp(0)=e’=1 (..)exp(x)>0 V x€R, -7
// 83.1.1(1601) Z\\gk divergent V zeKmit |z|>217
k =0 ~N //
// kom\fe::gent V oz, [21<1:) zk=l L v ozp<l.
~ P k =0 -z
- CSNGS v >+ >0 V x€ *)n>0 V neN.
HZ:'O exp ( 523185);:; ee)/ \_\O e¥>1+y, e*>0 x€R, (e*)™>0 neN
l/ 1
e® =1+ (e")" = (e")" = e
e(e) (e )

o > =
X O x>0 & e* == e* >1

<l Z [Lx] konvergiert punktweise.
n=0

0 x<0 = e"<l = (&)<l =

1
> >1/e#0 = also keine Nullfolge

C 1

2 = divergiert
e

n=0 €
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Noch zu untersuchen gleichmdBige Konvergenz...x>0 bzw x€[§,0] V 08>0
//S4.2.4(2356) Cauchy-Kriterium fiir gleichmdBige Konvergenz//

// Die Funktionenreihe Z gr 1st genau dann auf D gleichmdBig //

k=1
// konvergent, wenn V & >0 7 NeR, V n,meN V x€D:m>n>N = |Z gx (x) | <e.//
k =n

//Bem:Seien f,(z): M— C neN, gegeben.

0

// Z f,(z) konvergiert gleichmdBig auf M <
n=I
// Ve>0 3 n,=n,(¢) (unabhdngig von z€M)//
// mit | > £,@)|<e V n>m>n,(e) und V z€M. //
v=m+1

//82.3.18(1409)Eigenschaften Expotentialfunktion//
1
//7.) l+x<exp(x) V x€R, exp(x)_<1— V x<1//
- X
//81.5.6 (715) Vor:x€ER, x=>-1, n€EN Beh: (1+x)" =1+nx//
// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//

//83.1.2 (1602)Rechenregeln fiir unendliche Reihen//
//Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fiir unendliche Reihen.//

// (siehe auch Rechenregeln filir unendliche Reihen S3.1.2)//
// Sei(z,)cC. Z zy konvergiert & VE>0 7 n;(e)eEN mit//
v=)
// | Y z,<e V n>m>n;(e).(d.h. |S,-S,) |<e V n>m>n,(e).//
v=m+1
Beh:V &>0 ist Z exp (—e™) (.)gleichmaBkig konvergent auf [§,)?

n=0
(..) aber nicht auf ganz R;?
(.) S4.2.4 Cauchy-Kriterium fir gleichmédBige Konvergenz erfillt?

Vs>dEINeR V n,meN, V x€[§,©), n,m>N = |Z — | <g
___________ S4.5.1 — e( )
~~~~~ >
x>6>0 = e*>e F 1480 > (e’)"=(14H)* & 1+nd =
$2.3.187)) 51.5.6)-1<0<6
| n
1 0 k
1 I. 1 1 - 1 =
5 _ -
R fe““é <e”5 < ¢ = 'ea <1 = kz_; X konvergent $3.1.5 Bem1 )
| >1 -
| =<l

n

|Z Eié] |<e fir m,n >N (€)
k =n e

!
Sei &p0 beliebig, wéhle N(e): |, |<e fiir m,n >N (g)

! .
:>an>N Z
| —n

(..)Z.z. 5 e>0 V NeR,, I n,meN, I xe€R,, m,n>N7 | Z
—————— k =n
Wahle e=1/27. Sei NeR.,, beliebig, m=n=N, x=1/N

< 1 1 1 . . s ,
> 1) — = TSy TL/e1/2T, <3, etcer<3T22]

k =n
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A4.2.11 Zeige: Die Funktionenfolge (f,) mit f,(x)=x" ist nicht
gleichmaBig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall
[0,1].

Los:Wann gilt |x|<€& fir 0<x<1l...x=1 ?..|x|n=l..§§ € nicht glm
konv

A4.2.12 Zeige: Die Funktionenfolge (f,) mit f,(x)=(1l-x)x" ist
gleichmaBig konvergent auf dem abgeschlossenen Intervall

[0,1] F<\<1_8 S5

Los: < >|
0 ¢ 1-¢ 1
<&
= —
#Falls (x) =1- x
>(1-¢)
#Falls x<l=e_ d.h. 0<e<l-x = f,(x)=(1-x)x"<(1- X ) (1-¢€)" 55 (1-¢)"
<[0,1] 1- x<

%) | < f,(x)=(1-x)<e unabhdngigvon n
L(x) <
f,(x) =(1-¢&)'<eVn=N fir0<x<l-¢

A4.2.13 Zeige: Die Funktionenreihe ZS x*/k? ist gleichmdaBig konvergent auf
k=1
dem abgeschlossenen Intervall [0,1]

Los: glm Konv aus Majorantenkriterium ... Z: 1/k? konv
k=1
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Ad4.2.14
a)Finde die maximalen Intervalle, auf denen die Funktionenfolge
f.(x)=x*exp(-nx?) punktweise bzw gleichmadRig konvergiert.

//D4.2.4(2300) Vor: McR oder McC, f£f,:M—>C, neN//

[ee]

//Aussage:Die Funktionsfolge (f,) 7_,=(f.(z))”_, konvergiert gleichmiRig
// auf M gegen f(z):M->C: <

//¥ €>0 3 ny=ny,(e) (unabh. von z€M) mit |f,(z)-f(z)]|<e V n=n,(e) V z&EM.
//82.3.18(1409) Fir x€R gilt7.) (1411) l+x<exp(x) V xeR//

//81.5.6 (715) Vor:x€ER, x=>-1, n€EN Beh: (1+x)" =1+nx//

// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//

Los: ® punktweise konvergent

n

1 lgl<1 lg|=1 |g|>1
1 n = n ) n i
fa(x)=x X e r 9 — 0, qg - 1, g - «,
e £ g Pasgis s oo
s n
x2>0
l ]
‘—j;-<l = f,(x) konvergent: ~ < 1 V xeR\{0}
e e™ -7
e’ =1
: 1 _) N .
~ fa(x)=x—F( x*0 konvergiert punktweise V x€R\{0} gegen O
X e n— oo
1
ei‘c) 1
——
=l fiir x=0

konvergiert gegen O

= f.(x)=x=0*1 .
x =0 nx

e
1

x2

e

] =0 V x€R = f, konvergiert punktweise V x€R
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@ 0 gleichmaRig konvergent

//82.3.18(1409) Fir xeR gilt7.) (1411) l+x<exp(x) V xeR//

//81.5.6 (715) Vor:x€R, x=>-1, n€EN Beh: (1+x)? >1+nx//

// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//
Beh.:f, auf R gleichmédRig konvergent
Bew:Z.z. V &>0 3 ne=ng(e) V¥ nEN V x€R: n_ N = |f,(x)-f(x)|<e =

Seite 2362
| £.(x) [<g
1)”° 1)"
|fn(X)|=|X[ x] |=|X|(—]
e
d =2 Z 2 x2\n 2\ n Z 2
a e 3 1+x2>0,. (&%) "= (1+x?) v, _d+nxz>1
S$2.3.18 7 15,6571
L /// |x|/f/z'4'1;)e=0'
— | 7 fx -7 1 1 ..
|fn(X)|=|X|[eX2],/S +||2,El+lx|’ =7 < fiir x #0
&7 = e Tenllixl Ll
- N

Sei €>0 beliebig. Wahle N=1/g?, dann gilt V neN mit n>N:
|x|<e V|x|<e
Le—————7. >
fox)l<{ 1 , V’x€R ,n>1/¢?
b
n|x||xT>sng

n=l/e?

= f, auf R gleichm&Big konvergent

b) Zeige: Wenn eine Funktionenfolge (f,) auf D gleichmaBig gegen die
Nullfunktion_konvergiert, so muss fiir jede Folge (x,) aus D gelten:

Lm £ (x)=0 T TTTeme—— \

n— o

Bew: V ;>O 3 &€R+- V neN V xeD: nZN:#Ifn(x)—f(x)|=#|fn(x)|<

Beh. V (x,)cD: limf (x,)=0

vor. V ¢>0 3 fqeRgV neN, V xe€D, n>1; = | £ (x2) I<g .

Beh:V (x,)€D gilt V €>0 d NeR, V neN, n>N: |f,(x,) |<e.

Sei x,CD beliebig. Sei &€ >0. Setze _=¢, bestimme 1;1, setze N=1~q,

€
dann gilt V neN, V xe€D, n>N: |f,(x)|<e¢ = also ist erst recht
V neN, V x€D, n>N = |£f,(x,) |<t.

A4.2.15
a)zZeige: Die Funktionenreihe Z x*/k? ist gleichmaBig konvergent auf
k=1

dem abgeschlossenen Intervall [0,1]

Los: glm Konv aus Majorantenkriterium ... Z 1/k? konv
k=1
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b) Zeige: Wenn eine Funktionenfolge

Bew:

c) Zeige,

lim £ (x,)=0

n— oo

Beh. V (x,) cD: limf (x,)=0

v ;>O 3 ]{IER“ V neN, = V xeD:

(f,) auf D gleichmaRig gegen die
) aus D gelten:

Vor. V é>0 3 ;€R.:V neN, V xebD,

N

n>

=

N

so muss fir jede Folge (x,

| fa (%) [<g

Beh:V (x,)€D gilt V €>0 3 NeR, V neN, n>N: |f,(

Sei x,CD beliebig. Sei &€ >0

dann gilt V neN, V x€D, n=>N:
V neN, V x€D, n=>N = |£f,(x,) |<t.

Setze

€

e -
X)) | <€.

&

. =¢, bestimme f&, setze sz&,

|£f.(x) |<e = also ist erst recht

(.)punktweise aber (..)nicht gleichma@Big konvergent ist.
Anl.: Finde eine Folge (x,) aus dem Intervall
die Bedingung aus (b) nicht erfillt.

(0,2)

dass die Funktionenfolge f,(x)=n?x(x-2) (1-x)" auf 0 <x <2

, welche

(1

)/

0<x<1 n-ow

divergent

//81.5.6 (715) Vor:x€R, x=>-1, n€N Beh: (l+x)"=1+nx//
// Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1//
Los: (.)Protokoll nicht verstanden, eigener Versuch beweist (.
kann falsch sein
# ® x=0,1,2 = f,(x)=0
# ® @ (O<x<l: nxXx 2 ®©, n** X -~ 0O, (()<)§<1 -2)<0, (1_0<)§<1
# (0<)§<1 _2) (1_O<))‘c:<1 )n<0’ O<x<l (O<)§<l _2) (1_0<)>€<1 )n<O'
2% X X _ _ X o > _
# n O<x<1 =~ O<x<1 2) (1 O0<x<1 n:w 1
5 e @ e@l<x<2: (1- X )<0, (1- X y» 2 +oo, pn?* X X _p)
1<x<2 1<x<2 n=ow O<x<1 =~ 0O<x<1
+o0
# f,(x) punktweise konvergent in 0,1,2
—1,
_ +—
() xme-tero,21: f/m-ne L (2o o Lye o (1220) (150
n n n n 30—
51

keine gleichmaRige Konvergenz
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