A4.4.1 Bewelise, dass ein Polynom ungeraden Grades mindestens eine reelle

Nullstelle hat.

2n-1

Bew:Es sei f( Z ax* neN, a,,1#0.

k =0
ObdA sei ay,-1>0 (sonst f durch —-f ersetzen)

<0
a
f(x) 2n-2 a — 2n-1 x2n-l-2n+l
Fur x#0 gilt g(x):= 2n-1 Z —E *xk-2n+1 ta,,, =
a2n-lx k =0 a
2n-1  -0,x— o =

ling(x)=1=1img(x) = 3 x>0 mit g(x)21/2 ¥ x2x, =

(Xl)-—TT(Xl) Aono1X17>0.
d x,<0 mit g(x)=1/2 V x<x, =

-

2n-1
£ (x,) =TFB-1 %2 <o,

>0 >0 <0

<an, Da f stetig, existiert &€ (x;,x;) mit £ (§)=0
Ad4.4.2
a) Geg sei eine stetige Funktion f:[0,1]- R mit £(0)=£f(1).
Zeige:Es existiert mindestens ein E€[0,1/2] mit f(§)=f(§+1/2)

//S4.3.3 (2403)Rechenregeln fiir Stetigkeit//
//Vor:f,g: MR stetig im Punkt x,EM.//
//Beh: 2.)af+flg stetig in x, V a,BER (bzw €C)//
Los: f — —3

0 E §+1/2 1

Definiere g:[0,1/2]- R, g(x)=f(x)-f(x+1/2)

Fall 1:g(0)=0 = f£(0)=f(1/2) = Beh mit E=0
Fall 2:9(0)#0 =
(1/2)=£(1/2)-£(1)=£(1/2)-£(0)=-g(0) =
(0

€

g stetig.

54332)

) und g(1/2) haben verschiedene Vorzeichen &

g
g
4 E€(0,1/2): g(§)=0 = Beh
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b) [0,1]—[0,1], Surjektiv oder injektiv?
® f(x) : xbx*, k€N beliebig
Los: Seien x,ye[0,1], y>x (d.h. y>0) =
y>x ;:O ye>yx ;:;x yi>x? §O vy >yx? ;:;’x yo>x’. . usw 2 y*>x* V keN = f1

Induktion
= f injektiv

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)
//Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y I mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.
f(x)=x* stetig, f£(0)=0, f(1)=15324,v yel[0,1]: y=f(x) =

f surjektiv

® 0 g(x) : xP>sin (mx)
Los: g(0)=g(1)=0 = nicht injektiv
sin und mx sind stetig und g(0)=0, g(1/2)=15§21f surjektiv

® 00 h(x): xkél¥x

1 1
Los: —x=— = x=y = h injektiv
> > Yy Yy J
z.B. 1#h( X ) = nicht surjektiv

€[0,1]
c) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)— (0, )

//84.4.1(2500) Vor: IcR Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y I mindestens ein x€[a,b] mit f (x)=y.
Los: f(x)==log_x,

Bew: logT = f1 und stetig
£(1)=0 & £(0,)=0 Szlv yeE(0,0) I x€(0,1): y=-log x =

f surjektiv f stetig bijektiv

[
log und - log injektiv
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d) Es sei a1<a2< <a, (neN). Zeige:

1
a)Die Glelﬁhung Z: =0 besitzt genau n-1 reelle Ldsungen
\ “Zox- g
n 1 \ n =
LGS:Z =0 mulﬁlpllzlert mit H (x—a;) < Z g (x—ay)=0.
—, X7 9 \ j=1 k=1 gy
S0 a3
# Bsp =0 & (x—aj) =0 &
k= 27 I P
1 1 1
# (x-a1) (x-a,) (x-asz) (% + + )
x\: a, x-a, X-a,
\\ 3 3
# =(x—a2)(x—a3)+(x—a1)(xva3)+(x—a1)(x—a2)=gs l}i (x—ay)=0 &
\ N
# P(x):=(x—a2)(x—a3)+(x—aJX(x—a3)+(x—al)(x—az), Grad=3-1=2
\
a RN AN \ N \
# P( 4 )=(ai—a» (al_\&3\)+(al_al)\(al_a3)+i‘al_a1)\(\al_a2):
g \\\ e \ \\ \
\ N N
(a;—a;) (a:—as) _jf];\\ *Qj §O ANEERN
S . N \
J#k ~ \\ AN \
SoN N
a . ~ ~ \\ \\
# P( 2 ):1:1[ (az-aj) = (az-a1) (az—a3)<0\\\:\\ AN
tx J #k \\\\\ \\ \\
3 SIS NN
s II RN AR
# PO o) =53 (amay)=(asmay) (a5=a2) >0 (an<a<..<an= talgan) v 3\(as-aq) >0)
== Jj#k \i\ \\
Sl NN

n

ESGANN
n SN\
Definiere P: R—R, P(x)=1zl II (x-a;) ist ein Polynom vom Gra¥sn-1

j=1

k-1 n
P (ay) k—f g (ax—ay) = H Eﬁga_a_jz .1:[1 &:f—’ﬁ:g(ak- aj)j];:!:](aj- a) (-1)n*k

>0
= P(a,) >0, P(a,1)<0, P(a,s)>0 usw A
d &€ (ax,aw1) mit P(&)=0 (k=1,...,n-1)
d.h P besitzt genau n-1 reelle Nullstellen (P (x)=nx"'+.) =

P besitzt max n-1 Nullstellen) und somit besitzt die Gleichung
genau n-1 Losungen.
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. ) “ 1
b)Die Gleichung 2: a
X - ay

k=1

=c (c#0) besitzt genau n reelle Ldsungen

Lc‘js:f e Z H (x-ax) —c[] (x-ay=0.
k=1 -

X - 3, i

X)=P(x)-C (x—ay) . Dann gilt fir k=1,...n:

Definiere Q: R—R, Q¢
0 (ay) —-.,a P (ay) .,n-1 4 Eke(akrakﬂ) mit Q(Ek)=0.

X=ap=ap-a;

Andererseits gilt im Fall >0 ?2?2?:

n
X L
- J=1
peo lx-ap = L =
grad n-1 J=1 - — ¢):a, >0,a, >0
Q(x)= -C  gradn  =X" “e ??2? #—o-cx"—>

# 3 E€(-o<-cx",a;) oder E.€( a,<-cx"<w): Q (&)
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A4.4.3 Betrachte fiir a€R die Funktion f:[0,o)—> R definiert
“ *] 7} >0
durch f(x)= * o%xjhrx .
O fiir x =0
Zeige, dass f auf (0,0) stetig ist,
dass f im Punkt x,=0 aber nur dann stetig ist, wenn a>0 ist

//84.3.3 (2403)Vor:f,g: M>» R stetig im Punkt x,EM.//
// 2.)fg stetig in x,,//
//83.2.11 (1753)Expotentialreihe//

// Die Reihe 25 z¥/k! ist fir alle zeC absolut konvergent.//

k=0

// V zeR gilt weiter‘QZ ;ﬁ/k!:exp(z):lim(1+z/n)“.//

//k:O n— o
/
e
Bew:x* und log x ;;nd stetig auf (O,w)54§Z2)f(x)=x“log X stetig auf (0,0).
) 332
e lim f(x)
x— 0, .,/’//
f stetig iﬁ x=0 & “~—— =f(0)=0 & o>0-siehe *
Y _-w,fallsuso ’/,/’
/ :— 0,falls a>0 ,/’/
, Orfatle 2l
e - w, fallsa < 0
—=——7 -
Bew*i/_(_A—X‘*:exp (alog X) [ 1, fallsa =0 =

x— 0,

0, fallsa > 0

x“1og X - -o falls 0<0 (da log x — -o)

x— 0, x— 0,

(..)Sei a>0:

x*log x = 0, —x“}og x 20

— 0, x— 0,
! . - , ]
x—uzexp(alog(l/x))#w;—“)Z’ M:HW+W+--Z
[ [ 532010 75 ' | ‘
| 5 .
]H-M{-@d,g(l/—x))#:(lq-w)zza (lOg l/X)2
, Il I 4 2 2
| | 4
= ' 4_ _ - 4-—""
ailL 0<-x"log x=x%log dix<—F —"— ::) 0
* Totz(logl/)c)2 ’’’’’’’ o log(l / x) x—0,

da log(l/x)—w, (1/x—w, x—0,) = -x“log x :2 0 = x%log x = 0

x— 0,
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Ad4.4.4 Untersuche die Funktion f:(0,1)—> R definiert durch
f(x)z{l/qﬁirx =p/gmitp,g<E N, wobei der Bruch gekiurzt sei
0 fir x€(0, 1))\ Q
auf Stetigkeit in jedem Punkt des Intervalls (0,1)

//S4.3.2(2403) Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,ED, wenn filr jede Folge//

// (x,) in D mit x,—X, auch f(x,) — f(x,) gilt.//

Los:Beh: (.)f ist unstetig in jedem x,€(0,1)N Q
(..)f ist stetig in jedem x,€(0,1)\ Q
Bew: (.)Seil x%x,€(0,1)NQ beliebig, fest. Wahle eine Folge (x,) in

{(0,1)\ Q) \{ %] mit x, = %, (solch eine Folge existiert..

n— oo

+
# z.B x:€(0,1)\{Q), %, xm4=x°2x”)rekursiv# =

f(x,)=0 = 0#f (x,), da x,€ QN (0,1) Szzf unstetig bei x,

(denn limf(x) existiert nicht oder...und ist #f(x,))
X— X
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//D4.3.1(2400) DcR. f: D—-R, stetig im Punkt x,ED:&

// V €>0 3 8>0:f(x)€U€ (f(x,)) V x€EDNUs(x,) oder Aquivalent....
// (Ve>0 3 6>0 mit |f(x)-f(xy) |<e V xXED mit |x-x0|<0).
// f heiBRt stetig auf AcD:e f ist in jedem x.€A stetig.
// 81.5.15(759)
//2.)Va,beER,a<b (.) 3 geQ mit a<g<b und (..) I deR\ Q mit a<d<b
=0
( x )
#(..) VYV €>0 3 6>o:|f o -f( x, )I=f(x)<e V x€D mit |x-x,]<0.
€(0,H=Q e
€(0,1)/0
_P
# x€(0,1)NQ = x—; & p<qg
1 1 2 1 3 1 4 1 2 -1
# Betrachtung M:={§,§,§,Z,Z,E,.-,g,--,;,;r--r%}
=0
SCx ) ——  f(x) 1 1
. s — — s - i
# zu €0 3 g | v, f( io ) | ey T g <g = q€>g wow
q. €(0,1)/0 9.
1 1 1
# gi=[—]+1>g>— => —<¢g
E & 0
1 1 2 1 3 1 4 1 2 q, - 1
# Betrachtung MO:I{—,E,E,Z,Z,E,..,E, ,q—o,q—o, ’ Oqo }
# Wahle O<6:=min{|§0—m|:m€Mﬁ,
# Bsp: &=—, xziglzo,7o71 = <l— = do,:>4 =
2 -~ - qO,s 4
1M 2 1 31 2 3 4
# Mo, —, = — = ==, =, =
0;1/4 {2137\3/4141575\1\5:5}
NS 1 1 1 2 %o 2 4
# Betrachtung Ordnungz ——;——,——,——,——;éiﬁ——, 20,7071,-5-,—— =
~5'4'"3"5"2"5"3 4’ 5
# 6:=min{|xo—m| 3m€M0;1/4}=|£\'\£ | =0,04050 (lﬁ_B | >0)
2 Z3\\ 2
. 1 1 1 3 1 2.3 4
# Seil mEMIO;l/Zl::[EIEIZIZIE/E!?\LE} (2/3 fehlt)
2 >N
# > |m-~0,7071] = 0&=]Y2-Z|=0,04050~_
2 3 ~.
1 5 1 2 6 ~~
# Betrachtung Mq>5I:§ EQ\MO;1/4:{E ’ g ’ 7 ’ 7 ,7 ’ ..}\\\\
2 2 > NN 1
# 81.5.15(759) :3 mEMq>5;1/4: —<m<§: |m_—|<6 = q>5 = Nq<—<—:
2 ~
T T = TV XeU;(x0), x=p/q€ (0, 1) mit peN, geN teilerfremd giIt: >~~~
# x%% => g>l1/€ = 1/g<E€.
0, fallsx € Uyx,) \ Q ,
# Wegen f (x)= - wobei peN und geN
1/qfallsx = p/q€lhx)0Q
# teilerfremd und xg€M V x€Us (%) folgt\TfTX$=E£50)|=f(x)<8 Vx€Us (%)

=0
Bew: Betrachte die Menge
M:={p/qg: peN und geN teilerfremd, p/q€e(0,1), g=1/€&}.

Mit qo:= [1/€] gilt. dann - ——————————"~"7"7"7"" Pt
M 1l 121 2 31 4 1 2 %W - 1,
nurteilerfr;ndeElemente 2 ! 3 ! 3 ! 4 ! 4 ! 4 ! 5 rest 5 ! ! d, ! d, ! ! qo J

insbesondere ist M endlich!..
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Sei p/geEM = p/ge(0,1), g=<1l/& = 1=<p<g und 1=<g=q,.
(peEN und geN teilerfremd) .

Wahle O<6:=min{|23—m|:m€ML moglich denn x%,&Q und M ist endlich.
= V x€Us(x0), x=p/g€(0,1) mit peN, geN teilerfremd gilt:

x%éé > g>1/ €& = 1/g<E€.

0, fallsx € Uylx) \ Q

Wegen f (x)= -~ wobei peN und geN
9 1/ g falls x = pTg€ 4,0 0 Q P E
teilerfremd und x€M V x€Us; (%) folgE\rfix;:Exfo)|=f(x)<8 VxEUs (%0)

o
A4.4.5 Es sei f:[0,1]-[0,1] eine stetige Funktion. Zeige: Es existiert
mindestens ein E€[0,1] mit £ (E)=E.
Bew: (.) £(0)=0 oder f£(1)=1 = Beh. richtig
(..)f(0)>0 und f£(1)<1. Beachte f[0,1]c[0,1].

. _ _ _ =
g stetig auf [0,1] und g(0)=£(0)>0, g(1l)=£f(1)-1<0 o
3 g€[0,1]:9(E)=0, d.h.f(E)=E.

A4 .4.6 Zeige

2
a)

X +1+X6+1

1=O besitzt im Intervall (0,1) mindestens eine LOsung
X X =
//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei ICR ein Intervall ' f:I—R stetig auf I, a,b€I, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.//
.=x2+1+x6+1

Bew:Sei f (x) , XE€(0,1) =
X x -1

f stetig auf (0,1) da f rationale Funktion und Nenner#O0,

I £ (x) =40, LM £ (x)=-c0, = 3 a,b€(0,1), a<b mit f(a)>0, £(b)<0 =
S4.4.1

J E€la,b] (insbesondere £€(0,1)) mit £ (E)=0
Man kann eine(die) Losung E€(0,1) von f(§)=0 noch genauer

eingrenzen:
F1/2) =4 AL 164+ a1y =1/21/74- 1)) =22 S04
1/2 -1/2 64 64 128

~1/2(3/4- (é+l) =2 (1/4-1/64)=15/32>0

6

9 3
= +1 =l +1 1 34 6 456 3281
f(3/5)=25 + [5 ZE'?_}-?) 55=—9375<0
3/5  ,/5 2000
f stetig
= = 3 Ee(1/2,3/5):£(§)=0

ZWS4 .4.1
b)Die Gleichung xe*=1 hat genau eine reelle LOsung

//D0.2.4(200) Eine Abbildung (Funktion) f: X—Y heiBt//
// 1.)injektiv (eindeutig) oder Injektion: & V x,,x,EX mit x,#x, =//

2507



// f(x;)#f(x,), d.h jedes y€Y hat max 1 Urbild x€X mit y=f (x),
d.h./ // aus f(x)=f(y) = x=y//
Bew:Sei f(x):=xe*, x€R = f stetig auf R.
S stetig
Existenz einer Loésung: £(0)=9, f(l)=e>1 = 3 E€(0,1):f(E)=1.
<1 Sr4.l
Eindeutigkeit der Lbsung:fT\ auf (0,w), denn sei
Xl exl X, \
0<x1<x,: £ (x1) =0 S0 <x,©® "=f (xy) (da e-FktT )

<X; <e*? \
- \ N
Sei EER eine Losung von f(x)=1(d.h. f(\% )=1) .

f injektiv

- N,
=xe*<0<1 V x<0 = §>O = E:?é
auf (0,00)

f(x

~
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