A6.4.1 Bestimme zu den folgenden Funktionen eine Stammfunktion:
a) f(x)=x* x>0, a#-1
1

LOs:F(x)=——x%1, F’ (x)=x“
o+ 1

b) f (x)=a*, a>0, xeR.

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//2.)Kettenregel//

// Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in ZOEEQ,f(ZO)Eﬁg, und sei g:B—C //

// differenzierbar in f(zy) .//
// Beh:go f:A—» C ist differenzierbar in z, und (gCDf)’(zo)=g’(f(zw)'f’(zw
1 1 T 1= =~
Los:F(x)= a*, F’ (x)=#( =) 1= eloza” ) _’(,, gTIRa ) 1 =
loga loga loga—-———7 ga S55.1.6
L -
xloga \ I 1 &}~ xloga —

Tog a (e )" 1*Fog a=e # a*

c) f(x)= L , x€R.
1+ x2

//D4.4.3(2536) Umkehrfnkt zu tan: arcctan: R—(0,x]
//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in X&Ef&.//
//Andere Formulierung fiur R://

// Die Funktionen f und g:I— R seien differenzierbar in x,€I//
//Beh:d)Ist g(zy)#0 (und damit #0 in Us(zo,)CM... = //

// d g(z)#0 auf Us(zy)NI), g differenzierbar, d.h. stetig, so ist f/g
// differenzierbar in z, und //

__f’(zo)g(zo) - £(z,)g' (z,)
(9(z,) )*

//3.)Ableitung der Umkehrfunktion//

// Vor:Sei A,Bc R(C) und f:A-B bijektiv und f differenzierbar in //

// XOE;I’ Yo:=f (Xo) € é//

//Beh:f™* ist dlffere¢21erbar in y, e f*' ist stetig in y, und //
// £’ (x,) #0 und daﬁn\gllt//

AT TR L S S S S P
! ¥ f'(x) R ETR R Cfof !
//85.1. 5“271@ Dl@ Egpotentlalfunktlsn, die trigonometrischen und die//
// hypérboilscﬁen\funktlonen §1nd auf\C\dlfferen21erbar und es//
// gllu\(ezz’—e x s%n( z)'=cos z, ﬂcos z)' ﬁslgz, //

\ ~
\ | \ \ ~

Los:x=tan\y :\yzF(xezarctan x=G"1 (x), GYy):G(Gﬁ(x)ffx;tan v,
\

// (£/9) " (2o (Quotientenregel) //

L v (G!'(x)=arctan (tan y)=y=F (x))
G’ (y):\( sid y \\ \— coszy+zsm2y: 12

\Cog §5.1\6 1.4),55.1.5 cos?y cos?y

Vo

Vo N 1 1 1

Fr(x)=(Gt(x))’ -\ 1 1 = 1 = cos’ y+sin’y= sinzy:;
$5.16 3) G'(y) tan'y 3 5 l+——— 1+ (tany)’
cos” y cos” y cos” y
1 1

1+ (tan(arctan x))?> 1 + x°
# jJedoch cos y#0 = cos(arctan x)#0 = arctan x#mn/2+km #
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d) f (x)=x°cos (x3), x€ER.

//S6.4.1(3400) Partielle Integration//
// Seien f,g uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g. Dann gilt//

b b
// [ £(x)6(x)dx=F(x)G(x) |2~ [ F(x)g(x)dx.//

x x 3 2 3
Lés: [ t°cos(t?)dt=1/3 | %*Wdt =
0 0

[}
) . 56.4.1
F ,F=sint?

1/3(t2*sin(t?) |5 - [ 3t2sin(t?)dt)=1/3(t’sin(t) +cos(t) [ =
0

1

cos 03

1/3(x3sin(x) 3+cos (x) - )=Elx3sin(x3)+3lcos(x3)—31
3 3 3
e)f(x)=(tanx)?, |x|<m/2
: 2 _ 2
(sin x) dx— f 1- (cosx)

Los:F(x)= [ (tanx)?dx= [ (cosx) (cosx)’

dx= f (C()S—x)zdx_f ldx=

tan x-x
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A6.4.2 Geg.Polynom P(x) mit P(-x)=-P(x).
Zeige: I ein Polynom Q(x) mit Q(-x)=0(x), so dass Q(x) g
Stammfunktion zu P(x) o&) ist.

//S6.4.1(3400) Partielle Integration//
// Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g Dann gilt//

// J“f x) dx=F (x )| 2= fF x)dx.//
Los: Belsplel fiir P(x): a;xtasx’
P(-x): a;(-x)+a;(-x)3=-(a;x+asx’)=-P(x)=a;(-1)'x+a;(-1)3x>
Sei P( Z ax* und P(-x)=-P(x) d.h. Z a,(-1)*% k—Z —a,x"
k=0 k=0
Keffizientenvergleich: a,(-1)*=-a, = a= O V k=27

P Nullpolynom=Q Nullpolynom
Y(P)=0: P(x)=c, P(-x)#-P(x)

Y(P)=1: P(x)=a:;x, P(-x)=-P(x), P(X) o®)=a;xg*"),
J' a1x o) dx= a1/2f 2a:x o) dx f %éxz) =

-4 ) =
0 (x) 2,Q(X) 0 (x)

Y (P)>1: Induktion lber n:=y(P)
Ann:Beh V y(P)=k<n, Sei y(P)=

P(x) 5 P(x) P'(x)2x - 2P(x) s
2 —— 2xe'™) 2 e™)
TN e ¥ )

n-1

X)=Z ax®, P’ (x)=0 kaxx*'=)} (k+1)ayx*
k=1

= k=0
- fK x) —_P(x)__P(x)

O =5 T Ty 2 2™
Y(P)=n = y(P")=n-1 = y (P’ (x))*x=n, y(P) <n-2, P/(-x)=-P/(x):
(P(- X)) ='Pv(- ),C)(_ 1)} P (—x)=—P’ (x) = B’ (-x)=Dr(x) =
(- P(x))'=- P'(x) AN
_P'(x)2(>-x)- P(-x)2  P'(x)2x- P(x)2 _ SN —
P,/ (-x)= 4(- X7 =- Ax? =-P/(x) & Y(PU:SD—ZIHZ&&
P(x) P(x)

(x

e 2)_Q€ (x) e(xz):(

_ (x?)
o o Qr (x)) e

P(X) e(x2)=(Q(X) e (x?) ) I_Q/ ( ) (X2)+Q(X) 2Xe(x2)
Koeffizientenvergleich
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A6.4.3 Berechne die folgenden Integrale

1/2
f arccos xdx

//S6.4.1(3400) Partielle Integration//
// Seien f,g uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g Dann gilt//

// ff x) dx=F (x )| 2= IF x)dx.//

//35.2.12 (2864)Trigonometrlsche Funktionen//
//Vor:Sei n/2€(1,2) die kleinste positive Nullstelle von cos X.
//Beh://4.)Bezeichnet arcsin y, -1<y<1, die Umkehrfunktion von //

// sin x, -w/2<x=<n/2 und arccos y, -1<y<1, die//
// Umkehrfunktion von cos x, 0<x=<m, so gilt//
// Py ——— d ’ L 1 =< < 1.//
arcsin’y= und arccos’y=- -1 =< < 1.
S e %
1/2 1 1/2
. arccosx = X 4 arccosx |i/: x —F—
Los: v N — dX = * N— - /1 - 2 dX:
5[ J(x) G(x) 555.12 F(x) G(x) | Of FTX) %IL
g(x)=G"(x)
1/2 - ox
X*arccosxF/Z—l/Z f ————dx=
1 - x?

(Subst:1-x?=u, -2xdx=du, x=0 = u=1l, x=1/2 = u=3/4)

3/4

1
xarccosx|;/? -1/2 f :Tzdu xarccosx|y’? -1/2 (21 )

iz_(ﬁ_l)zzﬂ_ﬁ
2 3 2 6 2

|3/4_

b)f i (log x)°dx

1

. . . 1
Los:Substitution u=log x, du=—dx, x=1 = u=0, x=e = u=l
X
1
-f u’du==u® | =1/6
)

3m /2

c) f sin xcos xdx
5w/ 4
3m/2 3w/ 2

Los: égl§€2i§dx sin xﬁﬁfi— .f cos xsin xdx =
St/ 4 U V! 5q/ 4
3w/ 2
. 1. . N 1
2 f sin xcos xdx=581n2x|§nf§=l/2((—1)2—(——2) =§(1 2/4)=1/4
2

St/ 4

4 4 2
d) [ e*dx=[ 2ue'du=2ue’|? - [ 2e’du=2ue’|] -2e°|7 =de?-2e- (2e7-2e)=2e"
1 1 1
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A6.4.4 Berechne die folgenden Integrale durch die angegebene

Substitution
n/2

cos 3x .
a) f ——— dx, t=sin x
g 1-sinx

Los:t=sin x, dt=cos xdx, cos?x=l-sin?x=1-t?2,
x=0 = t=0, x=m/2 = t=1

...=t+% £2]1 =1+1/2=3/2

1/2 %2

b) 5[ ﬁdx, x=sin t

e _ : 1
Los:x=sin t = t=arcsin X, dt—UTf=§§dx,
x=0 = t=0, x=1/2 = t=n/6
n/6 sin 2t n/6 - - 3 - 2\/5_ x
f —dt= f tanzdt=tant—tw/6=tan—————:___—__=______
1- sin?t s ) ) 3 ) 6

0

A6.4.5 Finde eine Potenzreihenentwicklung fiir arctan x und
Entwicklungspunkt O
Los:Aus dem 1. Hauptsatz folgt wegen arctan 0=0, dass

1
arctan x=tf
Jo1st

~dt V x€R. Aus der geometrischen Reihe

1
1+t
gleichmaRig konvergent flir |[t] <r mit beliebigem r<1..

folgt ZHZ, (-1)*t?* V |t|<1 und die Reihe ist sogar
k=0

2k+1
x X

Deshalb folgt aus S?7??7?, dass arctan x=2: (-1)
=, 2k + 1

zunachst nur fir |x| <r, aber, da ja r beliebig dicht bei 1
sein kann, ist dies sogar richtig V x:|x|<L1.

JT

A6.4.6 Berechne f xcosxdx mit partieller Integration.
0

T

A6.4.7 Berechne f e*cosxdx mit partieller Integration.
0

1

A6.4.8 Berechne ‘f Xe¥ dx mit der Sustitutionsregel.
0

a 0
A6.4.9 Zeige mit Substitutionsregel, dass f f(x)dx=.[ f(-x)dx. Benutze
0 -a

dies, um zu zeigen, dass das Integral einer ungeraden Funktion lber
ein Intervall [-a,a] immer 0 ergibt.
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A6.4.10 Es seien neN und a,,...a,€R. Zeige, dass die durch

f(x)=2§ axcos (kx) gegebene Funktion im Intervall (0,m) mindestens
k=1

eine Nullstelle hat.

//S6.4.4(3407) Mittelwertsatz der Integralrechnung//

// Sei f tber [a,b] integrierbar und sei u der Mittelwert von f //

// Uber [a,b]. //

// ® Dann ist M=Iinf{f(x):a <x <b} <u<sup{f(x):a<x<bl=a7. //

// @0 Falls f auf [a,b]lstetig ist, existiert ein E€[a,b] mit u=£f(§)//
Los:Vor. 1.MWS, f idber [a,b] integrierbar, f auf [a,b] stetig erfillt

x . 1
61‘ f(x)dxzé; akf cos (kx) Z a, k 31n(kx)|g=OS?4_4§€[O,n],
f(§)=n% of f (x) dx=0

A6.4.11 Finde eine Potenzreihenentwicklung fiir log(l+x) und
Entwicklungspunkt 0. Bestimme auch den Konvergenzradius.
//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//

n 1
//13.) Fir Zf:Z: z", n€N, mit z€U,(0) gilt z, = 1 - , geom Reihe//

n— oo
k=0

RN

1
1+¢

Lés:log(1+x)=j dt, HS & log(l)=0,
0

! ==Z: (-t)* fur |t| <r<l, gleichmaBig konvergent.

V r<1 auf [0,r) gleichmdRig, auf [0,1] nicht gleichmd&Rig konvergent.

(-x)** integrierbar =

k

1 0 (- X)k+l

i dt=) —=L _=log(l+x) Y |x|<l.
1+t =0 k + 1

it e

Konvergenzradius R= llg| Gk I:

k

+

1

1
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