A6.5.1 Gegeben sei eine rationale Funktion re€R(x). Finde eine
Stammfunktion.

//81.9.1777(1104)Divisionssatz//

//Vor: Polynome S(z)¥0 ,P(z) beliebig.//

//Beh: d eindeutig bestimmte Polynome Q(z) und R(z):P=0*S+R,
Y(R)<y(S).//

S1.9.1'
—~—
Los:Sei R=P/Q = 3 Polynome P;,P,€R[x]: R=P/Q=P;+P,/Q und Yy (P,)<y(Q) .
y(P)=y(O)
Da man zu P; sofort eine Stammfunktion angeben kann, soll im Weiteren

angenommen werden, dass Yy (P)<y(Q) ist. Dann kann man nach dem Satz
Uber die Partialbruchzerlegung im Reellen die Funktion R in eine
Summe von einfachen Termen zerlegen. Es bleibt also zu zeigen, dass

man zu Jjedem einzelnen Term eine Stammfunktion angeben kann. Dies

wollen wir jetzt tun, wobei in jedem Fall durch Differenzieren

nachgepriift werden kann, dass die angegebene Funktion F tatsdchlich

die Stammfunktion zu f ist:

1.)f(x)=(x-x%,) ' hat die Stammfunktion F(x)=1lo0g|x-X,|

2.)f(x)=(x-x%0) 7 hat die Stammfunktion F(x)=(1-7) ' (x-%0)'? V jeN:j>2.

3.) f(x)=(ax+p) / (x*-ax+b), a’<4b damit der Nenner keine reelle
Nullstelle mehr hat.

//85.5.2(3004)Es gilt c)arctan x)’= V x€R.//

1+ x°

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//2.)Kettenregel//

// Vor:Sei f:A-B differenzierbar in.20€£§,f(zo)€£;, und sei g:B—C //

// differenzierbar in f(z,) .//
// Beh:gOf:A—C ist differenzierbar in z, und //
// (go £) " (zo) =g’ (£(z0)) £ (zo) //
// (Kettenregel) (gof)’=(g’"of)f’.//
Wir zerlegen f=g+h
a 2x-a p+aa/2

T (x)=2x2-ax+b*+ x*-ax+b -
g(x) h(x)

S5.1.6: G(x)=(a/2)log|x*-ax+b| ist Stammfunktion zu g
$5.5.2 ¢),85.1.6: H(x)=22% roran-2"%  iot Stammfunkti h
.5.2 ¢ .1.6: X)=—=———arctan——— is ammfunktion zu h.
’ Vao - &’ Vao - &’
1
4 Y (x) 26 + aa 5 2 ( 2x a )
4 X P ————— - — ’:
- o 1+ xa] Vab-a> Nab- o’
Nab- a®
1
26 + aa 2 2p +aa)
# ————— 4b- a’ +4x* - dax+a’? T—/— = =h (x)
Vap - & Ty Nab- a®  4x® - dax+4b
-a
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1
T (x? +ax +b)"
1 2x +a dx

4.) £(x)

F(x)= -
| (n- 1)(4b- a*) ((x2 +ax +b)"" t2(2n-3) J (x* +ax +b)""! )
# Weiter rekursiv bis 3.) angewendet werden kann
4 F7 () = 1 2(x* +ax+b)"' - Qx+a)(n- (x> +ax+b)" > (2x +a)
(n-1)(4b- a*) (x? +ax +b)*"? !
. 2 (2n-3 ! -
(2n=3) i a+ny )
4 1 (x> +ax+b)"*(2(x* +ax+b)- 2x+a)’(n- 1))
(n- D(@4b- a?) 2 2n-2 *
(x" +ax+b)
# 2(2n-3 ! =
( n ) (x2 +ax+b)n-l )
4 1 (2x* +2ax +2b- (4x> +4ax+a’)(n- 1))
(n-1)(4b- a*) (x> +ax +b)" *
- 2 (2n-3 ! -
en=3) oy
" 1 (2x? +2ax +2b- 4nx” - 4anx - na’ +4x* +dax+a’)
(n- D(@b- a?) (x> +ax +b)" '
1
# 2(2n_3) (x2+ax+b)n-1 )=
4 1 (6x? - 4nx” +6ax - 4anx +2b- na’ +a’)
(n- D(@b- a*) (x> +ax +b)" ’
1
i 2@n=3) A ey )T
4 1 (6x° - 4nx” +6ax - 4anx +2b- na’ +a’)
(n- D(@b- a?) (x> +ax +b)" ’
2
# (4n-6) S +“x+bb) )=
x° +ax+b)"
# 1 — 6x” - 4nx> + 6ax - danx +2b- na’ +a’ +4nx’ + 4anx + 4nb - 6x° - 6ax - 6b
(n-D@b- a”) (x> +ax +b)" )=
4 1 i -4b-2na2+a2+4nb _ 1 (n(4b-a2)- (4b- a®)
(n- 1)(4b - a?) (x? +ax +b)" (n- 1)(4b- a”) (x? +ax +b)" =
1 n-1)(4b- a’
, (n-D@b-a*)

(n-1)(4b- a®) (x* +ax+b)"
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a+ fx

:(x2 +ax+b)" '

5.) f£(x) a’<4b, neN, n>2.

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in xﬁEﬁZ.//

//Beh: d)Ist g(zo)#0 (und damit #0 in Us(z¢) CM... = //
// 3 g(z)#0 auf Us(zy)NI), g differenzierbar, d.h. stetig, so ist f/g
// differenzierbar in z, und //
// (f/g)’(zor=f(zdguo) %qu (2o) (Quotientenregel) //
(9(z,) )
a 2x-a p+aal2
Los: f(x)= 2 (x*+ax+b)" +(x* +ax+b)"
Si(x) f2(x)
-a 1 . .
]5“l(x):2(n__1)(xz+ax+b)n_1 ist Stammfunktion zu f;:
’ R 2 by & 2 -n _
# F. (XY—EZ;THS((X-+aX+b) ) -=§6;?ES(—n+1)(x +ax+b) ™) (2x+a) =£f; (x)
# E}(x)=(B—£BZ).f —7——1———j;dx ist Stammfunktion zu f,.
2 (x"+ax+Db)
# Weiter rekursiv nach 4.) bis 3.) angewendet werden kann
Es reicht daher aus, eine Stammfunktion g,(x)=(x’-ax+b)™ zu finden?
Es gilt:: (4b-a?) (n-1 __2@n-3) 4 2Xa 5005
gilt:: | ) (n=1)ga(x) (x> - ax+b)""' dx (x* - ax+b)"" ~ 77T

(Aus Vorlesung, verstehe ich leider nicht, hat jemand Hilfe
fir mich?)
Der 2. Term hat natiirlich eine Stammfunktion, wahrend der 1. Term,

bis auf eine Konstante, gleich g,.; ist. Daher kann man aus dieser
Formel rekursiv eine Stammfunktion zu g, berechnen

Es sei noch erwahnt, dass man die oben angegebenen Stammfunktionen
sowie viele weitere in zahlreichen Formelsammlungen nachschlagen kann.

A6.5.2 Fihre eine Partialbruchzerlegung im Reellen fiir folgende

rationale Funktionen durch und finde die Stammfunktionen:

2 2
1 X X

- D+ (x- D+ (x- D+

A6.5.3
'+ 2x°
a) r(X)=x-2°@x+1)? ®+2 =
keine reellen Nst
A B C D E ax + b
+ + + + -
Xx=-2 (x-22 (x-2°3° 3x+1 Bx+22 x*+2
xMH2x3=A(x-2) 2 (3x+1) 2 (x242)+B (x-2) (3x+1) 2 (x242) +
C(3x+1)2 (x242)+D(x-2) 3 (3x+1) (x%+2)+E (x-2) 3 (x2+2) +
(ax+b) (x-2) 3 (3x+1) 2
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x° +4x3
b)r(x)=(x*>-1)2 (x2- 6x+10) =
[(x-1)(x+1)]*> (x-3)*>+1 keinereellen Nst

A B C D ax + b cx +d ax + b
+ + + + +

_I_
x+1 x+1)?2 x-1 (x-1)2 x2-06x+10 (x*- 6x +10)? (x*- 6x +10)°3

4
26.5.4 | gi2—:—5—'—3@
s x3 -1
Los: x3-1=(x-1) (x%+x+1) =
(x3-1) : (x-1)=x2+x+1 hat keine reellen Nullstellen =
3X2+X-l: A + ax + b

x3 -1 x-1 x2+x+1
3x2+x-1=Ax?+Ax+A+ax?+bx—-ax-b =
3 =A+a
l1=A+b-a = A=1, a=2, b=2 =
-1 =A-5D

4 4

4
b4 X s x*+ x +1

s -1 xX®+x+1 s -1 x4+ x+1

1

1 1 _ 1 :% 5
+x+1 (x+1/22+1 (x+1/22+3/4 (E(X+l/2))2+l,

2 5
u=—=(x+1/2), du=:z§dx, dx=3£§du, X=2 = u=:zg, x=4 = u=
2

9/+/3
1
4 ﬁdu

3, 5u+l 2

&l

)

443

3% 2

arctan u

log (x-1) |2 +1og (x?+x+1)

2+

SlaGle

2 5 2 9
log 3-1log l+log 21-log7+—F—=—arctan— -—=—arctan—
g g g g 5 5 5 B

5

2x3 - 4x? - 18x - 54
b) J- X X4 X dx
h x - 81
2 _ 9 keine reellen Nullst
Los:x*-81= (\_x Kk
e (X7 +9)
5
A B +
[ b D 2D gy
Xx-3 x+3 x2+9

4

(2x3-4x2-18x-54=
Ax3+3Ax2+9AX+27A+Bx>+3Bx2+9Bx-27B+ax3*+9%ax+bx?-9Db,
A=-1, B=+1, a=2, b=0)

5

-1 1 2
[« + +—=_)dx=-1log (x-3) |3 +1og (x+3) |3 +1og (x2+9) |5 =
s x-3 x+3 x2+9

4
log 2+log 1+log 8-log 7+log 34-log 25=log(——>% )=

2% 7 %25
log 136/175
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X x4l ' 1
c) [ ST Sdx- [ (xt———)dx
h '+ 1 S x +1

x*t+1

keien reellen Nullst

LOs: =(x?2+ax+tb) (x2+cx+d) =x*+cx*+dx’*+ax’+acx’+tadx+bx?*+bcx+bd

xt+axitextacx’+tbx?+dx?*+tadx+bex+bd

#a+c=0, ac+b+d=0, ad+bc=0, bd=1l = c=-a, =%, —a2+b+%=0, a%—ab=0 =

#a(%—b)=0 = b=1 oder a=0 =

#b=1: d=1, ac+2=0,ac=-2, -a’=-2, a=./2, c=—./2
#a=0: c=0, b+d=0, b=-d, bd=-b?=-d’=1 = b=i, d=i, bd=-1 Widerspruch

a+c=0, c=-a, b+l/b-a?*=0, b+d+ac=0, a%—bazO = a=a+(%—b)=0,

ad+bc=0, bd=1 = b?+1=0 < b=%, b2=1, b=1, a’=2, a=./2,

1 ax +b . cx +d
< +1 x2+\/§x+l xz-\/§x+l’
2x x~/2 x~/2
b+d=1 = b=1/2=d (ax+bx)=0 = a=./2/4, c=— /2 /4 (—==——2"_=2V=)
' R e QR T nE A
1 1 _-"1
1 ~—"1 -
f xdx+ f x4 2:6 dx-— f 2% ;\? dx=
g a4/ 2 O//x"(+\/%x+l 4\/50 X2>4f§X/+l
/// //
- ,
) 2+/2 It
f x2++/2x+1 dx, (denn l/((\/5 (x+£) )2+1):l (2 (x2+ﬁx+l)+1)=
A G 2 2 2 2
—((V2(x+/272)2+1) s
2 ,
7
-1

7
Ve

5 (2%%42 2 x+1+1) =x*+ /2 x+1)
7

///Substitution u=.4/2 (x+4/2/2), du=4/2dx,
Pd x=0 = u=l, x=1 = u=l+./2

Ve
) 2427

[ x2- /2x+1 dx, (denn %((ﬁ(x—%))%l):% (2(x2—ﬁx+%)+l)=

%((\/E(x- N2 /72)1+1)

% (2x7=2 /2 x+1+1)=x’- /2 x+1)

Substitution u=./2 (x-4/2/2), du=.2dx,
x=0 = u=-1, x=1 = u=./2-1

1 1+4/2
[ N2 4y= 2 [ ! 4u
x2+42x+1 u? +1

1 1
sE 1 f 2% - 2 a1 f 2
4\/50 x* - A2 + 1 4\/50 x? - A2x + 1

1 1
—x2|5+—= (log(x2+/2+1)|s ) -log(x2-2x+1) |5 )+
> | ado (Log ( Z+1)|5) g( 2 ) |6)

1
—— (2arctan u)

4~/2

dx=

2arctan u

1++/2

V2 Loarctan u|lttY?

-1
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X X
tan — + tan —
2 2

Los:tan o/2=t = tan x=sin x/cos x=tan( +§)=

N | X

2t .
. ~ auf (0,mn/2), sin x>0, cos x>0
-t
: sin x 2t
S1n X=41 + cos?x, COS X=41 - sin?x, - = ’
Vvl - sin?x 1 - t2
sin®x 4t?

1- sinzx_l- 2t? + t?

. . 4t2 , 2t
sin?x+1+2t?+t*=4t?, sin’x=—————,0 <sin x= ,
1+2t2+ ¢ 1+ t2
at? L+2t2+ ¢ - 42 _1- ¢2
COS X=41 - sin?x=.|1 - t ¢ b=
1+t2 (1 +t2)? 1+ t2
t= tan— = ——arctan t, x=2arctan t, dx=2 dt, x=0 = t=
2 2 1+ t2
x=m/2 = t=1....
e ' 2t 1 - t2 1
f r (sin xcos x)dx=f r 2 dt
: o1l 1+t
A6.5.6 ???°?
- 1 —
A . = 4 = —_— —— _ 2 -1/2 "
Los:f (x)=arccos x, f’ (x) N 1(1-x2) D
—Z (-*72) (-x2)~, (-*/2)(-x2)" integrierbar.
l X
f ('1/2) " dt= ('1/2) n %1 arccos x=f f(x)dx+
2n + 1 h
Z_Z (—1/2) 7X2n+l V |X|<l

2n + 1
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, Sin?x(1-2x2+t?)=4t2%2-sin?x(4+t),

X X
1+tan5tanf

0,

1

W)

arccos0
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