2.2(1300) Reelle, insbesondere monotone Folgen

(Aufgaben stehen manchmal nicht unmittelbar hinter Satzen)

D2.2.1(1300) Eine Folge (a,) aus R heiBlt (streng) monoton wachsend:
< ay<a,; (a<ap) V neN.
Bez a, man\
(a,) aus R heiRt (streng) monoton fallend : ©a, < a, (a.,:<a,) V neN
Bez: a, T, a, ¥

//S81.5.6 (715)Bernoulli x€R, x>-1, n€N; (l+x)" >1+nx, ,=" & x=0" n=0" n=1

(142 (n+1+x)”+1
a,, n+1
Bsp: (a,=(1+x/n)*, x>0. Tl n+l _ _

a, X n+x\
(1+n) (—n )

n+l+x\™ n+l+x \""
((::i)l )| ()

() (o] =) ] 2
() (s -

(n+x) (n+x—x):(n+x) ( n )=l = a,..>a, V neN,x>0: W

<1

n n+x n n+x

D2.2.2(1300)
Eine Folge (b,) heiRt Teilfolge der Folge (a,) aus R: &
3 eine Folge (v,) .., N mit v,<v,.; und b,=a, V neN

(ba)=(a, )=(a, ) °, Teilfolge von (a,) .., wenn V,<v,, V neN
Andere Formulierung:

Sei (x,) eine beliebige Folge aus K.

Sei ¢ :N-> N streng monoton wachsend. Dann heiBt die Folge (x, ) eine
Teilfolge von (x,)

¢ (streng monoton wachsend): N> N ...also ¢ =z.B.nicht Jﬁ-, aber ¢ (n)=2n

Andere Formulierung:
Eine komplexe Folge (w,) heiBt Teilfolge einer komplexen Folge (z.),
wenn es eine streng monoton wachsende Folge von Zahlen n gibt, sodass
gilt: w,=z, Vn
D2.2.3(1300) Sei ¢ :N—= N bijektiv.

Dann heiRt die Folge (X g ) eine Umordnung von (x,)

D2.2.4(1300) Sei (y.) eine Folge aus K mit y,=x, fiur alle n>n,.
Dann heiBt (y.) eine triviale Abanderung von (x,).
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S2.2.1(1301)
Vor:Sei z, konvergent mit z, 3 z
n->o

Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von (z,), (.) Umordnung und (..)triviale

Abdnderung ist konvergent mit z, 2 z

n
n->w

Bew:Sei £¢>0 und neN so, dass V n=n, gilt |z,—-z|<t.
(.)Sei ¢ :N— N entweder streng "monoton (#D2.2.2 Teilfolge #)oder
bijektiv (#D2.2.3 Umordnung#) . \\\
Dann kann ¢ (n)<n, nur fir endlich~iele n richtig sein. Daher muss
es ein n,€EN geben, fir welches ¢ (n)éno ist V n=n;, und fir solche

n folgt |Z ) (n)—Z |<€. Also lSt lim Z p) (n)=2 .

(..)Sei jetzt (y,) eine triviale Abadnderung von (z,), also y.,=z, V n>n,,
und seien € und n, wie oben. Dann ist offenbar
(.) (..) ly.—zl<e V n=max{ng,n,}, woraus die Beh folgt.

Andere Formulierung; Teilfolge:
Bew: Ve>0 3 ny(e)eEN, |z,—z|<e V n=n,

(z. )%, , Vo<Vni1, V.EN V neN = v,>n V neN =

Va

lz, —z[<e V n=ng(e), da v.=n, V n=n,

n

Andere Formulierung; Teilfolge:

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge (z,) ist wiederum konvergent
gegen den Grenzwert von (z,)

Bew: (z, ) Teilfolge von (z,), V&>0 3 no(e)EN: |z,-z[<e V n=n,(¢)

n

d ni(e):v, <ng(e)<v,,;, = |z, —z|<e V n=n,(e)+1
1 1 n

S2.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)
Vor:Sei (a,)cR monoton und beschrankt
Beh:d lim a,

n-=>oo

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<)vollstdndig (bezgl <): < //
V 7TcK, T#© und T nach oben beschridnkt T supTeK.//
// Ein angeordneter, vollstdndiger (bzgl Anordnung) Koérper heiBt//
// Koérper //der rellen Zahlen R//
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o, seK//
// 1.)§ = supT: & a)§ 1ist obere Schranke von T und //
// p)V e>0 ist § -¢ keine obere Schranke von T //
// e V teT: t<5 und V &0 F t.€T mit t>5 -¢//
Bew:a, - (falls a, \<so betrachte -a, 7
T:= {a,JneNJc R, T#@, |a,/<k V neN = T hat Schranke k = d a:=supT =
D1.3.2
a,<a V neN = Ve>0 ist a-&¢ keine obere Schranke fir T =
—————— —S+3-14 4

Ve>0 3 n€N; sodass a, >a-¢ = V n=n,: a,=a, >a-¢ = Ta.®a|=a-a,<e V n>n,
0 0

Bem:a, " und (a,) beschriankt = lim an=sup{an|n€N}

n->o

a, \( und (a,) beschrankt = lim a,=inf{a,|neN}

n-»o

Andere Formulierung:
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Sei (x,) monotone Folge in R. Genau dann ist (x,) konvergent, wenn die
Folge beschrankt ist. Ist dies der Fall, so ist ihr Grenzwert gleich
sup{x,:ne€N}, falls die Folge wachsend ist, bzw gleich inf{x,: neN},
falls die Folge fallend ist. Ist die Folge unbeschrankt, so ist sie
bestimmt divergent und zwar gegen o bzw -0, wenn sie wachst bzw
fallt.
Bew:0bdA sei die Folge wachsend(sonst betrachte die Folge (-x,)), und sei
E=sup{x,: neN}
1.Fall: &=w. Sei KeR,, dann gibt es nach Def des Supremums ein n¢EN
mit XW)ZK. Wegen der Monotonie folgt dann aber x,=2K V n>n,, und

daher ist die Folge bestimmt divergent gegen .
2. Fall: E€R. Sei £>0, dann gibt es nach Def des Supremums ein ny,eN
mit x, >E-¢. Wieder folgt mit der Monotonie x,>§-¢ V nxn,, aber
0

x, <& aufgrund der Def von §. Daraus folgt die Konvergenz der Folge
gegen &.
Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, folgt die Beh.

//81.7.1(901) m<n€N, a,€C, m<k=<n: . (ar—ai.)=an—an: //

k=m,n>=m

Bsp:1.)b,>0 V k€N, a,:=> by V neN = a,,-a,=b,;>0 = a,<a... V neEN,
k=1
2n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
o b == -a,= St =E— t—— 4. =2 — +— +.+— =——n=
Dx K r G k:zm-l K n+l "n+2 "2n =20 To2n T on T 2n B 1/2 =
(a,) 1st nicht beschréankt (= nicht konvergent)
&1 1 1 .1 1 1 1 1 1
oder auch —=l+-4+(-+— )+ (—F+—F+—+—) ... F—+. .=
Z% n 2 (3 4) (5 6 7 8 ) 7
1 1 1 1 1 1 1 1
I+ —+(—+— )+ (=F=F+—+—=)+....+—+..=
2 4 4 8 8 8 8 n
1+l+ 1 +1 +. +1 5 o
2 2 2 n -
n->o
5 1 1
® 0 =1/k‘’< = -1/k
&k - Dk k-1
n+1 1 n 1 1
aml—an:z — —Z — = >0 V neN = (a,) * und beschrankt durch 2

1+1-1/n 2 2 = konvergent
n-o §2.2.2
#1+1-1/(n+l1) 2 2-1/n 22 = konvergent

n-o0 n-oo §2.2.2
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2.)Babylonisches Wurzelziehen
1 a

Geg. a>0, a;=1, a,u=— (a,+—) Y n>1
7 2 an
7 1 o
NR1 unteﬁ%faf=5 (al+a)2«ﬁ1. Annahme (a,) konvergiert, dann Grenzwert
T
1 a 5 —
vorhanden azi (a +— ) © NR2: o’=a, OL=\/G ,
a
1 (Va)f a+(VnP-2a,Va 1 .
(@ra= )= 5 (@t =)= —= = — [a,—Va) 20
a 2 a, a 2a, 2a, . -y
[— >0~ —
>0 -

—_—
—

d.h., a, nach unten durch ./z beschriankt:

a -
o 1 (1+ az ) < _,/£1T+l):1 monoton\ und nach unten
a, 2 (a ) =" 2
n VY n=2,a x/a
durch Va beschrinkt = konvergent = lim a,=+a

n->w

(an+1 \/a 2\/0 *\/g )20

NR1l: (1-a)?=0 = 1-2a+a’=0 = 1l+a’=2a = l1l+2a+a’=4a =

(1+a)?za = %—(l+a)2«ﬂ;

a a —
NR2:20=0+ — = o=— = a’=a = oa=+a
o o

A2.2.1 (a,)aeN, am1r=Jan+~E, n;:=2 Zu zeigen: an:3 a und av?
n->o
Los: Monotoniekriterium: Monoton & beschrankt
Beschrankt: Behauptung a,>1 V n. Bew durch Induktion
IA: a:=1, a,=2=1
IH: n, a,=1 gelte fir ein n

IS: Zeige a,n=1. A= |[a + >1+—

\a>1

Monotonie: am43¢¢§+lexl VneN, n=2, Induktion
2%2

2

-I>|>—\

o |2 +1<2+2 2%

N |~

IA: n=2: a,dl<a, da W§+1+%sv’§ +1 o {V2+1 <2+

1
o<1+ —
4
IH: a,n<a, gelte fir n=>2
IS:Zeigen anp2<anu
N —

— 1
a Tnﬂva +—— < yaq,+—— <ya,+= =a,, = a,.<a, V n€EN, n>2
n+ n+1 n+1 n+1 n n n+l n+l n l4

-

IH

Monotonieprinzip: a, 3 a, a=zl, es gilt a=¢5\ﬁ a’-a=0 © a(a-1)=0 =

— 30

a=1 & a#0

A2.2.2 a) Zeige, dass fur alle neN die Funktion f (x)=x" auf dem
Intervall [0,o] streng monoton wachst.
1

Los:Es gilt y"-x"=(y-x) 2, x"'*y*, und fiir 0<x<y ist die
k=0

rechtsstehende Summe positiv. Daher folgt die Beh.
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b) Untersuche das Konvergenzverhalten (konvergent,
divergent oder bestimmt divergent) und bestimme ggf den

Grenzwert
c) x,=n"/n!
n*xnxn...*xn n n .
Los:= =]1* .* — *n, Sei N=KeR,, dann V neN, n>=N
(n)(n—1)...x1 n—1 2
[ — -
>1 >1;n>3
= x,=n"/n!>n>N=K = bestimmt divergent lim x,=c

n->w

d)x,=P(n)/Q(n), P,Q reelle Polynome mit y(P)> y(Q) und
Q(n)#0 V neN.

k

g

a.n
p =
LGS:xn=ﬂ=k;° (Y (P)< y(Q), x,~0; y(P)=y(Q)=m, x,~a,/by)
Q(n) Zbknk
k=0
R(n) apx'+... . sign —a,,
P= +R = P(n)/Q(n)= n)+ , P:0= , sign cy=—7—"+
0:0 (n) /Q(n)=0: (n) + 5o 0 N o=y
>0(n>w)
M-1
] Ck +oo falls c,,>0
Ql(n)=§' cknk=nM(k§0 phk tCu) = —oofallscl,\:,<0
k=0 TS0l
e)xnzz g, 1gl<1
k=0
) 1—q"*! 1 . . 1
Los:x,= > —— da lql<l (¢" 2 0 d.h. konvergiert gegen ——)
1_q n->oo 1_q n->oo 1_q

22.2.3 neN;, keN, x,ER mit x§ >a>0.

a
k-1
n

. 1 w .
a)Zeige: Xn*l:? ((k-1)x,+ ), (X,) ,-, konvergiert.

X
//81.5.6 (715) x€R, x>-1, n€N; (l+x)"=1+nx, ,=" e x=0" n=0" n=1//
Bew:x’(§>a>0,# x0>’&/g, xg_1>{</ak_1 #
(.)x*>a V neNy, Bew durch Induktion nach n
N

n=0: xi=— ((k—l)x+\i s L (k-1 Ma+ =L (k-1 ’VE+’\‘/ a ) =
' Yk Toxk k K1k ak!
% ((k-1) Ya +¥a)=V¥a = x">a#, richtig
n n+l:Fir ein neN elte xk>a = x* —(x+l( a_ _ ) ) k=
.rfrua 0 g‘ n n+1 — n k xk'_l n =
n
(Xn(l_l—l (ik —1))k=Xﬁ (l+l(%—1) )E > xﬁ (1+ik—l)=a
k X, ko x, 156 X,
>—1#0
(..) (%, ., monoton fallend
Bew:ix,n= & ((k-1) x4 —9 )=x, £ (k=14 L ) <x, £ (k-1+1)=x,
k X,r;_l k Xﬁ k
1
Aus (.) und (..) folgt (x.) ;’0:0 konvergiert. Obere Schranke >0 da x,\

#x K >a>0
b)Zeige mit Hilfe der Folge (x,) :’:0 aus Teil a), dass zu jedem a>0 genau
ein b>0 mit b*=a existiert.
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1 a
Bew:Es gelte x=lim X, = x=lim — ((k-1)x%.+ ) = L ((k-1)x+ )
n->w n->ow k k-1 — k Xk*l
n GWregeIn

a a .

kX:(k—l)X+'7:T = X:_itT = X"=a
X X

Eindeutigkeit:

Es sei x>0 mit x *=a: wenn x<x = x*<x* = a<x* Widerspruch
o

wenn X >x = Xx "*<x*¥ = x *<a Widerspruch =

X =X

A2.2.4 (Umordnung einer Folge). Es sei (a,) zﬂ eine Folge und

@: N> N eine bijektive Funktion.
Beweise: (a,) iﬂ, konvergiert genau dann, wenn (awm):;l konvergiert.

n->o n->oo
Bew: (.)a, » a: V >0 d no(e) V n=ng(e):la—al<e. Z.z.:aegm > a.

Sei £,>0 baf. Definie;e/ﬂds)=max{¢*(k)|1Sk§nOW)}+l.
Dann gilt V n>n;:@4f)>n,, (denn sonst ware @(n)=k fir ein
k zwischen 1 und ny ()T = a,m-al<e

#Beispiel:
1 2345 ... ng(€g) ... n; (€) n>n;....
\f\\::fj:><::::; —————— «Xicht mdéglich, da alle Platze
1 2-F4~5 7 .77 ng(e) 1... no(e) besetzt
n->o n->ow
(..)Es gelte aym =2 a. Setze b,=agm = aﬁ:bWWn) - a nach (.)

A2.2.5 Zeige:Ist (z,) eine beliebige Folge in K, so sind (z,,) und
(zon+1) Teilfolgen

A2.2.6 Zeige:Ist (x,) eine beliebige Folge in K, so ist (y.)
x,_,flir ngerade

mit vy,= ! eine Umordnung von (x,).
X .1 flir nungerade

A2.2.7 Sei ¢:N—> N beliebig. Finde eine genaue Bedingung, unter welcher
der SchluB lim x,=x = lim x4,=x fur alle Folgen in K richtig ist

(Hinweis: Analysiere den Beweis S2.2.1, um diese
Bedingung zu finden).
//82.2.1 (1301) Vor:z, konvergent mit z,—z(n—w»)//

//Beh:Jede Teilfolge (z, ) von (z,), Umordnung und triviale Abdnderung//

// ist konvergent mit z, —z(n—w)//
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. n—8n+l
n+16

//82.2.2(1301) Vor:Sei (a.) <R monoton und beschridnkt. Beh:3 lim a,//

J2k7 [2k)2—16k+1 1. X0 2 =-1,
(2k)+16 435, k5o
3 2 konvergente Teilfolgen mit unterschiedlichen Grenzwerten. Nach
S2.2.2 x, nicht konvergent.
X,, konv = beschrdnkt
X,,_, konv=beschrdnkt

LOs X5 =

X, beschrankt, nicht bestimmt divergent

A2.2.9 Von der Folge (x,) in K sei bekannt, dass die Teilfolgen
(X2n) y (X2n-1) und (x3,) konvergieren. Konvergiert dann (x,) selbst
(Beweis oder Gegenbeispiel)?

LOs:xX,2?, (Xon) 20, (Xon1) 2B, (X31) DY,

Xen ist Teilfolge von Xu,, also Xeg—a,

Xen 1st Teilfolge von xs,, also XY,
Eindeutigkeit der Grenzwerte = o=y

Xen-3 1St Teilfolge von X,,.1, also Xe-3—f,
Xen-3 1st Teilfolge von Xz, also Xen-3—Y,
Eindeutigkeit der Grenzwerte = f=y, o=p=y

Mit 2n und 2n-1 ganz N. x,—o=p=y, d.h. x, konvergent.

A2.2.10 Die Folgen (a,) und (b,) seien gegeben durch

2a.b,

n+bn '

(ap) und (b,) gegen denselben Grenzwert streben und bestimme diesen.

Hinweise: Man zeige, dass (a,) eine wachsende, (b,) eine fallende
Folge und a,b, konstant ist.

0<a;<bi, anpa= bo=1/2 (a,+b,) . Zeige, dass die Folgen
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$2.2.3(1307) Jede Folge (a,) <R besitzt eine monotone Teilfolge
Bew: (a,) aus R, a, heiBt Aussichtspunkt (AP) von (a.) J_,,
wenn a,>a, V n>m AP

1.Fall (a,) 7, enthdlt unendlich viele AP.

Wahle einen AP a, =
1

3 AP a,, mit v,>v; (und a, >a, ) = 3 AP a, mit vy>v, und a, > a, .
Da die Folge (a,) unendlich viele AP enth&dlt, I eine Teilfolge
(m)w von AP in (a,) ,,;, mit Vv,s>V, unda, >a, V neN

n=1 n n+1

2.Fall (a,) 7_, enthdlt nur endlich viele AP (oder keine) =
3 meN: a, ist kein AP V n=>m. Wéhle ayx, mit k;=m.
Da a, kein AP = 3d k;>k;: a, =a, .
1 2 1
Da a, kein AP = I ki>k,: a, =a,
2 3 2
Sei schon k,>k,; mit a, <a, gewdhlt a, <a, <....< a, mnmit
n—1 n 1 2
ki<k,<...<k,
Da a, kein AP = 3 k..>k, mit a, <a, 1(V neN)

Im l.ersten Fall 3 eine streng monoton fallende Teilfolge
(a, ) von (a,) und im 2. Fall eine monoton wachsende

n

Teilfolge (a, ) von (a,).

Andere Formulierung:
*Def induktiv v;=1,
v,=min{n=>v.,:a,>a, V k>n}c N falls {n=v,:a,>a, V k>n}#0o.
v g=min{n=v :a,>a, V k>n} falls {n=v :a,>a, V k>n}#@, so lange, bis
{...}=0.
Mit M={v,} gibt es
1.Fall:[M|=0 (a, ) iﬂ J und somit monotone Teilfolge.
2.Fall: |M|=r = V m>v, 3 k=f(m)€EN:a,=>a, (*)
Def
Definiere induktiv w=v.+1. u ;=min{n>v :a§>aw }#2,< N

*= ((hg) /. = (*) monotone Teilfolge
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S2.2.4(1308) Bolzano Weierstral (BW) (siehe auch S$52.4.1)
Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €CR monoton N beschrdnkt. Beh:3 lm a,//

n-=>w

//82.2.3 (1306)Jede Folge (a,) € R besitzt eine monotone Teilfolge//

Bew:1.Fall:Folge ist reell (a,). Nach S2.2.3 besitzt (a,) eine monotone
und nach Voraussetzung auch beschrdnkte Teilfolge, diese ist
nach S2.2.2 konvergent.

2.Fall:Komplexe Folge(z,),
Re (z,) =: (a,) Im(z,)=:(b,) =
):a —a, 3 PER, (bnk ):bnk—>[3,

.

¢ ¢ 4 ¢

3 aeR, (a

y

z%-ﬁa+1ﬁ konvergiert

¢

S2.2.5(1308)Konvergenzkriterium von Cauchy
(ist notwendig und hinreichend) .

Eine komplexe Folge (z,)< C ist genau dann konvergent, wenn sie das Cauchy

Kriterium erfillt:

V e0 3 ni(e)eN: | z,-z,1<e V n,m=n;(g) &

Re (z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.

Bem: (Vollstandigkeit von R) Jede relle Cauchy Folge konvergiert in R und
eine rationale Cauchy Folge hat einen rellen aber im allgemeinen
keinen rationalen Limes.

//82.1.2 (1250) Vor: (z,) aus C, konvergent mit znﬁy;z, zoEC.//

//2.) (z,) ., Cauchy Folge, d.h. V &0 3 n,(¢)EN mit |z,-z,|<e¢ V n,m>n,,,
// Bem: z,—z (n—w) = Ve>0 3 n;(¢) EN:|z,—zn| <¢ V n,m=n,(€)//

//82.2.1 (1301) Vor:z, konvergent mit z,—z(n—w)//

//Beh:Jede Teilfolge (zvn) von (z,), Umordnung und triviale Abdnderung//

// ist konvergent mit z , —z(n—w)//
//82.2.2 (1301) Vor: (a,) CR monoton N beschrdnkt Beh:3d lim a,//

n-=>ow

//82.2.3(1306) Jede Folge (a,) €R besitzt eine monotone Teilfolge//

Bew:“"=" 52.1.2 2.) = (muB noch gepriuft werden)
lzo—z| |z,—z, | +1|z —z| <2¢ falls nZny(e) mit
= k "
<g <€
kii=min{k=ko(€) :ny=n; (&)}, no(g):=n
1
, <Y (z,) ist beschrankt, denn zu €=1 I n, (1) :|z,-2,/<1 V n,m=n; (1) =
|zal=12z, |<lza-z, |<1 ¥ n>n,(1) =
1 1
| zol <lza—2z, |+| 2z, |<1+]2z, | V n=n;(1)
1 1 1
|zn|Smax{|zll,|zz|,...|Z%_l|,1+|zm7|}=:K V. neN =

§2.2.3,52.2.2

J zeC, 3 Teilfolge (z, ):z, = z =
k ——

L™
n->o

YV e>0 3 ko(s):lz% -z|<eg V k=ky(g).
Ve/2 3 ni(e/2)EN mit |z, -z|<e/2 V n=n;(e/2)A

V e¢/2 3 no(e/2 YEN mit |z,—z.|<e/2 V n=ny(e/2),
n,:=max{n,(¢/2), n;(¢/2)} = VY nzn, gilt
|zo—z | <|zy—2z, |+] 2, —z|<e/2+e/2=¢ da v.=n;>n,

—

m

Bem:Gilt fir eine konvergente Folge (w,) und eine Konstante K>0 fir eine
Folge (z.): |zy=2Znl <K|w,~w,| so ist die Folge konvergent.
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Bez: Eine Folge, die die Cauchybedingung erfiillt, heiRt eine Cauchyfolge

Beachte, dass das Cauchykriterium eine Bedingung fiir die Konvergenz einer
Folge liefert, in die der Grenzwert nicht explizit eingeht. Dieser Umstand
ist sehr wichtig, denn er erlaubt die Konvergenz von Folgen zu zeigen,
deren Grenzwert nicht bekannt ist.

//82.2.2 (1302)Bsp 2.) Geg. a>0, a;=1, anﬂ==% (aﬁ+£L) V n>1 =

n

lim a,= \/E //

//82.2.5(1307) Eine komplexe Folge (z,)< C ist genau dann konvergent, //
//wenn sie das Cauchy Kriterium erfillt://
//V¥ €0 3 ni(e)eN:|z,-z,1<e V n,m=n,(g) & //

// Re(z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.//
) _
Bsp:l.)a;:=1, an+1=l/2(an+a—)€Q, a,— V2 €R\ Q. (siehe S2.2.5)
n
2ai=y Uy e, b=y L= Y k-l
TS k(1) TS k() & k+1
= 1- 1 1 (n—oo) = (b,) ist Cauchy Folge
Telé;;ops, n+1 monoton ,beschr
= Fir n>m:|a,—a.l=| iﬂm iézb—b
k:m+1k(k+1) k:m+1k(k+1)

Zu €¢>0 3 ny(e)EN: b,-b.<e¢ V n>m>n,(¢),

las—anl<e V n>m>n,(g)= (a,) Cauchy Folge = 3 lim a,=a€R

$2.2.5 n3e
A2.3.11

Sei x;zle/j, neN. Benutze die Monotonie von (1/j), um zu zeigen,daB
j=1

Xon—X,>Nn/ (2n)>=1/2 ist. Zeige daB (x,) keine Cauchyfolge ist. SchlieBe daraus
lim x,=o0.

n->w

Los:x, streng monoton wachsend S2.1.2 Bsp 3.

2n
. 1 . .
X5y —Xp= 25 1/]2(155-:1/2. Keine Cauchyfolge = nicht konvergent
- j=n+1
m

= bestimmt divergent

D2.2.5(1309) Eine Folge (a,)

(bzw -o): < V KeER 3 n.eN mit a, o K V n=ny, und man schreibt:
lim a,=o(-0) bzw a, 2 o (-0)

n-=>o

Andere Formulierung:
Eine Folge (a,) -

»_, aus R konvergiert uneigentlich gegen o

n->ow

_, aus R heiBt bestimmt divergent gegen o, wenn gilt:

V KeR, 3 NeR, V neNy: n>=N = x,>K
Bez: lim x,=0 oder x, 2 o. lim-x,=0 = Folge (%X,) 1st bestimmte divergent

n->w > n->o
n-=2o0

gegen -oo.
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Bem:1.)Eine Folge (a,) aus R ist unbeschrankt <
3 Teilfolge (QJw von (a,) mit la, | = 0 A
n 1 n -

n=
n->ow

//81.5.5 (706)Wohlordnungss, Vor:McN und M#©, Beh: 3 minM//
Bew:“=, T,:={keN||a,/>n} = T,cN, T,#@, da (a,) unbeschrankt

n

Vn+1>vn/ nENI | a | 2 o0

n

n->w

2.)Eine monotone Folge ist entweder konvergent oder
uneigentlich konvergent

3.)S8ei (a.) =R und a,#0 V n=n,. Dann gilt: a, 2 0 & — 2 ©
n->o |an| n->o

A2.2.11 Zeige

a)Die Folge (x,=n) ist bestimmt divergent gegen o

b)Folge S,:= ). % ist bestimmt divergent gegen +oo
k=1

Lds: Sei m=2n+1>n+1 V neN, O<£§% =

m
1 1 . . . .
Sn=S,= }: ;—=am4>5-28... Cauchykriterium nicht erfdllt.

m
S, ™ also nicht beschrinkt = %—:+w
k=n+1

A2.2.12 Finde ein Beispiel einer Folge,

welche divergent aber nicht
bestimmt divergent ist.
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A2.2.13 Es sei 0=<g<l und (a,) ;0:0 eine Folge mit der Eigenschaft:
lami—an| <glas—as,| V n=neeN.
a)Zeige, dass (ay) ;0:0 eine Cauchy Folge ist.

// 82.2.5 (1307) V &0 F n;(¢)eEN:|z,—z,|<e V n,m=>n,;(e) <//

// Re(z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.//
Los: Motiviert durch |a,n-a.|l<gla,—a,.|<gd’las:-anrzl...<q"la;—ao|

vermutet man: (*) |am—anl <g”la.:-a,| V neN,
Z.z. Ve>0 3 nEeN: |a,—anl<e V n,m=<n,,
lanm-anl<q la,—a, || ...<q"la;-a,| V neNy;, Induktion:

S —
Sq|an71 _anle

n=0: lai—aol <lai—asl=q"lai—asl
#n=1: la,-a: | <glai-acl=g'lai-al
n n+l,n20:|am-a.w|<qla,,, —a,| <qq’la-ac|=q""|a;-a]
[ —
Sqn‘alfa0|
n—1
.. -1 -1
Fir n=m: |a,~a.|=| Z (am—av) ) IS“Z | avii—av| S“Z q'lai—agl=
v=m *
vV =m vV =m

Teleskop : a,—a,

n—m—1
Tla~aol & Y, ¢ < . lai-aol
v=0 g
T 1-g¢g
n—m
1-qg ~ __1
1-g ~1—¢g

1.Fall:a;=ag: |am:i—anl=0,a,=a, V neN = (a,) 2, Cauchy Folge
(Zu ¢>0 wahle n¢eN bel, dann |a,-a,|=0<e V n=n,
2.Fall:a;#a, Sei &>0 beliebig, fest, g" 2 0 (Wg [ql<1)

m=>

= 3 n,eN: |q‘“|<1;qs =e V m=n, (beachte |a;-a,|#0)

|(11— ()|
m 1 .
= |as~an| <lai—aol q" ——=<e¢ VY n,m=n, mit nzm =
g™
|an—am| Sof“a1 - a, € <t V n>m>n, = (a,) ist Cauchy Folge =
—_— 17 $2.2.5
la,—a, 11-q|
(an) konvergiert
qm
Sei a:=lim a, = Fehlerabschatzung: |a-a,|= 1 la;—a,| V meN,
n->ow J—
qm
denn |a-ap|=|lm a,—ap|=lim |a,—a,| =< |a;—aog |l
n->ow n->o 1—

b) Genugt es, zu fordern, dass |an:—a.|<l|a,-a.:|V neN
Los: Es geniigt nicht |a,n-a.|<lan—a,..| V neN zu fordern, denn z.B.

s 1
a,:= 1/v = a,.—a,=—— V neN also
vzzl / 1 n+1 0r

1 . .
Iaml—anl:n—<1/n:|an—an_l| V neN, aber (a,) » divergiert, d.h.

+1

1

n
(a,) ist keine Cauchy Folge, (Harmonische Reihe und Z 1/v =)

v=1
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Xn+1

A2.2.14 Es sei g>0 und x,>0 V neNy; mit Ilim =
n=w X
n
a)Zeige, dab flir g<l die Folge (X,) ., konvergiert und bestimme den
Grenzwert
l1.Bew:Z.z lim x,=0 €0
Sei €>0 fest mit q :=gtg<1l 0 q q 1
<2
1—q 1-q 1+q
z.B. ¢g=—— d.h. g+t —=—"<1 U
( 0 2 q 2 2 ) €
X X
lim UL 3 n.eN: | "—H—q |<e, V n=>n,
n>w X X
n n
X X ~
d.h. —go< n+l —q<8o = l’l—+1<q ‘I‘SO:q v n=n, =
Xn Xn
X,1<q X, ¥V n=n, = 0=x,< qninox = lm x, 2 0... 0<g<1l
N . " s2.1.33) n7*® n_;oo
0<g<1 ~
:an nnX" j/O/
_;6///011/-)00
///‘Bév/v Induktion ab no, ¢ g ° x, V nxng
- ~ 0
-0(n»>w)
a,—a,b,—b, (n—o) und a€R//

//82.1.3 (1255)(a,), (b,), (c,) Folgen aus R:
// 3.)a,=c,<b, filir fast alle n€N und a=b = c,—a (n—®») a, —a, b,—b=a//

ist streng monoton fallend und

2.Bew:x,u<q X, < %, V n2ne = (%) ,_,
[ 0
g<1
0
= (%) n=n, konvergent. (1—q)
(Xy) = n,nachuntenbeschr ,x,, >0 T
Sei a:=lm x, > a=lim x,; Teilfolge konvergiert gegen
n>w n->w
—lim Fatl oy o lim Kol i _ B 3
Grenzwert = a=lim Zn+l x =lim Zn+l lim x,=qa = (1—q) a=0 = a=0
n-ow n->w n->w N ,
X Xn -0 g#1l

n
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b) Zeige, dass lim x,=,

n->w

falls g>1

//D2.2.5 (1309) (a,) i, €CR konvergiert uneigentlich gegen o (bzw -wo):< //

J// V KER J ni€N mit a, (ZS) K V n>n., und man schreibt://
/7 Limoa=c0(-w0) bzw a,—w(-0) (n—w)//
//Bem: 3.)Sei (a,)€R und a,#0 V n>n,. Dann gilt: a,—0 <
. - Xn+1 1
1.Bew:Sei x,=1/x,, nEN, q:=1/q <1 = lm — =
i " x, lim n+l
D X,
Xn n-> oo
Xn+1
o 1 .
lim x, =0 > — 2 ©, d.h. lim x, =0
e D2.2.5 Bem3 |Xn| n>w e
—_——

Beh:4F lim

n->w

//D2.2.5 (1309) (a,) ., €R konvergiert uneigentlich gegen oo

//82.2.2 (1301) Vor: (a,) cR monoton N beschrdnkt

1
E —00 (n—w0) //

=1/g=q <1 =

a)

an//
(bzw -o0) 1< //

// VKER J ny€N mit a, - K V n=nx, und man schreibt://
// lim a,=o0 (-) bzw a,—w(-w) (n—w)//
n->ow
//Bem:2.)Eine monotone Folge ist entweder konvergent oder uneigentlich//
// konvergent//
. . - -1
2.Bew:Wéhle €,>0 mit q :=g-¢>1 (z.B. 80=q— ) .
v 2
+1 X1 Xn+1
lim ——=g = d neEN:| —~—q I<g; V n=n, = -g< -g<ey =
nre Xy Xn \\ n
N
X A P
= >g-ee ¥ n2ne = xan > (g-e) %%, Vonzne = (x) L,
n 1
Ann (x,) 1st nach oben beschrankt = (x,) konvergiert.
$2.2.2
Sei a:=Ilim x, > a=ga = a=0 Widerspruch, da x,=x, >0 V n=n, =
n->o vgla) qil 0
(x,) 1st unbeschrankt = Xn _—Z oo nach Bem 2 D2.2.5

—

(x,,) monot wachsend n-w

c)Belege jeweils durch ein Bsp, dass fir g=1 die Folge
konvergieren bzw. divergieren kann

(Xn) :J:l

Xn+1 . .
—— =lm 1/1=1=q und lim x, =1 d.h.

(.)Sei x,:=1, neEN = Ilim
n-o Xn n-o ndo
=1
d.h. x, konvergiert
X
(..)Sei x,:=n, neN = lim 1 im (1+1/n)=14+0=1 und x, divergiert,
n=w X n=w

n

da x, nicht beschrankt.
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a’—c —1)af+c
A2.2.15 c>0, peN, p=>2, a>0, L =(p Ja,

a§:>c, An+1 s =aAn— o o
pa, pa,

Zeige, dass aﬂ\x%g (n—o0) .

Hinweis: Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung erkennt man, dass
a? >c ist.
(p—1)ag+c | |
Bem:Wegen a >0 und e sieht man induktiv: a,>0 V neN,,
pa,

insbesondere a,#0.

Bew:Wir zeigen

(.)agz%@' vV neN,, d.h. (a,) ist nach unten durch RE; beschrankt.
(..)a, \d.h. a,n.<a, V neN,

(...) (an) konv lim af=%z

n-=>o

Zu(.) Induktion nach n

n=0:af > c

a.> Rle

=
(e
P c—ay
nPn+l: =(a,—a, - C)P= (1+ ) P >
ap - a p -
nel ap'l n pan Bernoulli Ungl sieheauch **
pa, N
=x
c—aP
n
a’ (1+px)=al (1+p . y=a’ +c-af =c =  a,.> Bl
an p Bem unten
c—ay _ ¢ . |
* x= =——-1/p>-1/p = -1/2>-1..Vor fiir Bernoulli ok
app anp p=2
n R
>0
al—c
Zu (..)anm=an-

1 < an V HENO
pa,

—_—

ZOnach(.)af:Zc,pZZ,anN)

Zu(...)aﬂ\\und nach unten beschrankt =
$2.2.1

a, konvergiert

Sei a:=lm a, =
n->w -

aE:WE:>O, insbesondere a#0 =

——
pr-

>
a,="c

$2.2.2
. P _
= g o -
a=lim a,.;=lim (a,- ) = lim ay—-——— =
n-=w n->o ap71 = n-o lim (a )p-1
pa, $2.1.2, a%0 P iame,

p p
a’—c a’—c Ve

— = — =0 > aP=c = a=4~4c
pa®f pa®

//82.2.2 (1301) Vor: (a,) €R monoton N beschrdnkt

Beh:d lim a,//

Bem:Wendet man eine andere Version der Bernoulli-Ungl
((1+x)*>14nx V neN, n>2,x>-1)

an, so ergibt sich sogar:
a>R%c ¥V n. und an |
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S2.2.6(1315) (Division durch Multiplikation und Addition)

Vor:Sei ¢c>0, 0<aep<l/c und die Folge (a,) seil induktiv (rekursiv)
definiert durch a,.;:=a,(2-ca,) V neN,

Beh:a, 7 und lim a,=1/c

n-=>oo

//82.2.2 (1301) Vor: (a,) €CR monoton ' beschridnkt Beh:4 lim a,//

n-=oo

1 2a
Bew:a,n-1/c=-1/c+a,(2-ca,)=-1/c+2a,-ca,’ =-c( - - % +a,?)=-C (1/c-an)’.
[ c ¢ -
, <—1 //
']_ 1 2 ]_ — //
a;=l—-c(=—q,) = ai<—=, a=q (2-ca, )>ao P
IC Cc C — — 7
| >0 <l ;L //
[ ‘ L e
Induktion: 0<a,<l/c = 0<a,<a,1<1l/c i
Indi' Hyp n : 0<a<l/c = 1l-ca,>0 = 2—cag,>’1/
7
n ,'n+1 : (.) apm=a.(2-ca,) >a, ////
! (..)am=1/c-c(1l/c—a,)¥<1/c =
,' 7 (.),(..) s2.2.2
3 a]':=lirn a, und a_ = lim an+1=/az(’2—ca)/\0<ao<an<l/c
T 222 L

A
= h<a<l/c = a#0 = 1/72/—ca = a=1/c
la¥.-1/cl=cla,—1/c|? ®£quadratische Konvergenz“

S2.2.7(1315)Wurzelziehen durch Division und Multiplikation und Addition
Vor:Seil c=1(falls 0<c<l, so betrachte 1/c), a@>¢c und die Folge (a,) sei

C
induktiv definiert durch * an+1:=1/2(an+a—) V neN,

n

Beh:a, \« und %}{E an=+/c

C J—
Bem:a,b>0, Al1.2.9 d):0</ap <1/2 (a+b) = an+1=l/2(an+a—)2 ana£=\/c

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschrdnkt Beh:3 lim a,//

n->ow

//82.2.3 (1306)Jede Folge (a,)CR besitzt eine monotone Teilfolge//

c - 1 — c
Bew:ani- Ve =1/2(ant — )-VJe==a~Jc+ — =
—— a 2 2a
vermuteter Grenzwert n n
1 — 1 — —
— (a?-2+ca+c)=— (a,—Vc )2 A a>+c
2a, 2a,
# IH: a,>+c>0 =
IH:c<a§
—~
_ _ 1 (12
4 IS: \/c<\/c+§(an—\/z)2 —a,, < 1/2(as+—2—)=1/2(2a,)=a,
- a
n IH:c<ai "
— >0
# ao>an> Ve Beschrankung A a,.<a, ¥
> d a:= lima, = a= Jc >0 = a>0 > lim a,;1=a V,=n+1 =
$2.2.2 n3e §2.23 "°

a=1/2 (a+c/a) = 2a=a+c/a = a=c/a = a’=c = a=+c

Aus an+1:=l/2(an+a£) V neN,:

n

lam- Ve |= —— ja—+c 17< —— |a- Ve 17< % ja-Vc |7 fir c=1
2a 2+ 2

n
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Andere Formulierung, erst nach S2.2.8 (1318) lesen

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschrdnkt Beh:3 lim a,//

n->o

X+a
n
Xn

Vn>0. Dann gilt lim x.=a

n->o

Seien x¢,a€R,, und sei x,.=

Bew: Offenbar ist x,,; das arithmetische Mittel von x, und a/x, und deshalb
nach der AGM Ungleichung nicht kleiner als das geometrische Mittel, und
dieses ist +va . Also folgt xnz\ﬁi fir n=1. Das bedeutet aber xi =a oder
X,=>a/x,, woraus X,n<x, folgt, jedenfalls fiir n>1. Darum ist die Folge (x,)

nach S2.2.2 konvergent. Sei b der Grenzwert der Folge, dann ist bE:JE,
also sicher #0. Aus der Rekursion folgt flir n—w die Gleichung 2b=b+a/b
und daraus folgt b’=a.

a a
Xt — X+— X+—
X

X
— > x=—

2 2 2

A2.2.16 Sei XJZW;> fir ein x€R,. Zeige : Fiur x>1 ist die Folge (x,) streng
monoton fallend und es gilt immer x,>1, flir x<1 ist sie streng monoton
wachsend und erfillt x,<1 und fir x=1 ist die Folge konstant. Insbesondere
ist die Folge in jedem Fall monoton und beschrankt, also konvergent.

A2.2.17 Sei Xf:V; fiir ein x€R,. Benutze aus A2.1.8 b) (1207) lim Vﬁzl

n-=o

und um zu zeigen , dass immer lim x,=1 ist.

A2.2.18 Beweise folgendes Intervallschachtelungsprinzip: Seien
an, b,€R mit a,<b, so, daB (a,) monoton wiachst, (b,) monoton
fallt und (b,-a,) eine Nullfolge ist. Dann gibt es genau
eine zZahl a€R mit a=N7_, [a., bal.

LOs: [ [Tewe ] an, b, beschrankt
a;<..<a,<b,<..<b; Grenzwert N der Intervalle
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A2.2.19 Es sei a>0, a1r=Ja, E%H:=Ja+an, neN. Zeige, dass
(an) ,-y konvergiert und bestimme den Grenzwert.
Hinweis: Zeige induktiv, dass (a,) ,.;, streng monoton wachst und

durch L+JE’ nach oben beschrankt ist.

Lés:Beh (.) (au) f streng monoton wachsend, d.h. a..;>a, V neN
(..)a.<1+vJa V neN = a.>0 V neN

(...)a, konvergiert und lim a,=1/2+ Ja+1/4 =

n->o

1+vV4a+l
2

Bew zu(.)Induktion nach n
n=1:a1= \/(X < \/O’+\/7 = \/Q’"‘al =as
n Pn+l:a,,= la+ a

> =an+1
n+1 m n

>an:IndHyp
Bew zu(..)Induktion nach n
n=l:a;=Ja <l+Ja
n nt+l:a,a=.o + a,
= Ja+1+¢azsda+1+2ﬁx=l+Ja

— _ —_—
IH:an<1+\/0( (\/‘E+1)2

Bem: Man h&tte sogar a,<l+vJa VY n zeigen konnen
$2.2.2
Bew zu(...) Da (.)a, ~und (..)nach oben beschrankt = konvergiert
$2.2.3

Sei a:=lim a, = a=lim a,:=lim = .
n-w n oo n+l o m — lim(@ + an)
A2.1.4 V7%
= = a’=at+a = a’—a+(1/2) =0+ (1/2)% =

o + a | —

(a—1/2)

la-1/2|=Va+1/4 = a=1/2+Ja+1/4 oder %—\/C{+% =

d . aza;=Va>0

—
Widerspruch zu a>0

1+v4a+1
2

a=1/2+Va+1/4 =
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S2.2.8(1318) (AGM Verfahren...arithmetisch/geometrisches Mittel)
Vor:Sei 0<a<b, ag:=a, bg:=b, und die Folgen (a,), (b,) seien
induktiv definiert durch

a+b
aml::\/anbn , boi:= "2 TV neN
Beh:I,:= [a,, b.<[a,b], V nEN ist eine Intervallschachtelung mit

lim a,= lim b,=: 0€R

n->w n->o

(0 heiRt das arithmetisch- geometrische Mittel von a,b: a=M(a,b)).
Bem:a=b = a=a=b

//82.2.2 (1301)Vor: (a,) CR monoton und beschridnkt Beh:3 lim a,//

n-=>w

//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—a,b,—~b, (n—w) und a€R//
//1.)a,<a (=a) fiir unendlich viele néEN = a<a (a=a)//

//2.)a,<b, (a,=b,) flir unendlich viele n€EN = ax<b (a=b)//
//3.)a,<c,<b, fiir fast alle n€N und a=b = c,—~a (n—) a, —a, b,—~b=a//
//Bem:a,<a fiir co viele n€N = a<a sondern asa//

Bew: I.H. ajg<a.<b.<Db,, > =a,
- a.a

n n
bn>an

a.<yab =:a,. < 1/2(a,+b,) =:b,1<1/2 (b,+b,) =b, =

EY

O<a¢<a; » , a,<by, ask, = d a:=lima, und 3 P:=limb, =

$2.2.2 n3e n3e $2.1.3
0<ap<a, P<b, =2 a= —=, P=1/2(a+Pf) = 1/2(f-a)=0 = a=p
$2.2.2 o
* ab,<1/4 (a,tb,)?...0<(a,~b,)? = 0=<(...)%0k

A2.2.20 Berechne mit dem Taschenrechner jeweils a,, b, beim AGM
Verfahren fir die Startwerte a=1, b=3 bzw a=2, b=10

. a+b
Los:Startwerte ag=a, by=b mit 0<a#b, am¢=Janbn, bni= n2 =,
neN,.
(.)a=1l, b=3:
n|of1l 2 3 4
an|1[+/3~=1,732050808 1,861209/18 1,863616006[ 1,863616784
b.|3| 2 1,866025404 | 1,8630617561| 1,863616784
(..)a=2, b=10
n|0 |1 2 3 4
an| 2 J2o~4,47213595p 5,180040129 5,207978710 5,2080160382
b, 10l 6 5,236067978] 5,208054054(5,208016382
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A2.2.21 zeige flur ein beliebiges ceR, ist

1< (1+ nC, ) = '{/(1+%)”2 <ifexp(c) . Folgere, dass lim (1+% yr=1.
n j

n-=oo

//81.5.6 (715) x€R, x=-1, né€N, (l-ﬁl,f"x)“21+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//

//82.1.3 (1255) (a,), (Y,), (c.) Folgén aus R: a,—a,b,—b, (n—wx)//

// 3.)a,<c,<b, fir ,,,fast alle nEZfJ und a=b = ¢, ? a a, ? a, b, ? b=a//
/ ! n-o n-o n->o

.. C /e c ! ) I8
Lés:cz0, — =20 = I+ —>1 = (1+—J)"=21> 0, insbesondere (1+—)">0
n s on n - n

m

2

’

oa>0 = O(,Zr\l/gr}/ = (1.}.% )n:’d(]-""ii%)n

in
c /. . c
Xn:=(1+ —")" Tellfolge von ,{><n=(1+—2 ).
n; i n
# ( 1)2 >-1 = c>-(n+l)? = —c<(n+l)? richtig V neN.
n+ =
>0
1+ € : n+l 14_C on, n*'c o NMcC
g e (n+1) - (n+1) (n+1) _ (n+1) . ¢
- = 2 - 2 = 2 T 1
Xn (1+%)” o5 (M) (n*+c)” n n+1
n n2n
%X, T fir c#0 und n>-c (d.h. V neN, da ceR, > -c <0),
$2.3.1 _

flir c=0, x,=1 konstant, daher x,<lim x,=exp(c).

n->ow

Svon \ = r\l/(l"'%)nzsg/exl)(c) 21 2 lmd+ nC' )=l

n n-o s2.1.3 "™

©

A2.2.22 Vor: (ai) .-, , a,nicht negativ: z a, konvergent

n=0

Aussage: (a.) , ,\ = }ILH; n*a,=0

//82.2.5(1307)Konvergenzkriterium von Cauchy

// (ist notwendig und hinreichend) .

//Eine komplexe Folge (z,) € C ist genau dann konvergent, wenn sie das
//Cauchy Kriterium erfillt:
//V e0 3 n,(e) eN: | zy—zy1 < V n,m=>n,(g) <
//Re (z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.

ILos: V €>0 3 ny(e): n*|la,~-0|<e V n=n,. € baf: Z ay<o =2
v=1

52.3.5
n

3 n,eN: Z av<§ V n>n;.

v:n0+1
w0 . 1 ¢
> aw<wo = lim a,=0 = I n,EN:|a,-0|<—= V nxn,.
v =l n-=>w nl 2
Wahle ny:=max{n,,n,} =
n n
In*a,-0|=(n-n;) a,+n;a,=( Z a, )+n;a,<( Z a,)+n,a, <e V n>n,.
v:n0+1 — v:n0+1 —
<a N . <
B n=n,
< £
HZHZ
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A2.2.23 Vor: x,,x€R, (x,) -, konvergent,

n->o

lim x,=x, (V) i1:‘j5=an),(p:N—>N beliebig
/

Eigenschaft von ¢ damit (vy,) .y konvergent? Andernfalls

eine
a) o

LOs:

b) ¢
Los:

c) @
Los:

d) o
Los:

A2.2

Bew:

A2.2.

a) an

— 1
.24 aﬂ:zl—Jl—an; Beweise a,=~

n=

Abb ¢ damit (y.) ,-;, divergent?
surjektiv //
4
Sei (x,) i1=l,0,0,m.//n 0 konvergent,
n-=»oco

/

1 /
Bsp: ¢(n)=|2" falls/n gerade

, surjektiv, da V m&eN 2m Urbild ist =
1,faéw n ungerade

(Vn) 11=x1,xu>%4x2,x”>g,xl,xmv....21,1,1,0,1,0,1,0,... ist divergent

injektiv /

lim (x,) o, =x//:> V ¢>0 3 n>ng: x,€U: (%) .

n>w /

N={n|@(n)Z<n,} = N=¢*'(1,.. nyg) endlich = I my: @(n)=n, V n>m; =
¢ injektiv

yf=xﬂn)€Ugbd V n>m, » y, konvergent gegen x, HP Vn=X.

konstant

¢ (n)=m = y,=x, konstant = y,=konvergent, lim y,=x,!'!'!

1t

N injektiv =  (Va) -1 konvergent

b)

2
Wohldefiniertheit
1 [
0<a,<1, denn OSayzE-Sl,OSaﬂsl = {1-0
O=1—J1—{)Sl-dl—an=amﬂsl-dl—1=l =a, wohldefiniert und beschrankt
a, monoton fallend, denn a,=a,;::
1
25 a= o o
(-1 -2)
=beschrankt?

Losung: (a,) enthalt Teilfolgen (ajk-1)xeN, (azx) keN-
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	A2.2.2 a) Zeige, dass für alle nN die Funktion f(x)=xn auf dem
	Intervall [0,] streng monoton wächst.
	A2.2.8
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	A2.2.22 Vor: (an), an nicht negativ: an konvergent

