A2.3.1 Zeige: S(e—(1+1/n)“)s-% V neN

2(n+1)

//81.5.6 (715) x€ER, x=>-1, néN, (1+x)"?>1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//
//82.3.8 (1402)xeR N x#0 AN n>-x N x,=(1+x/n)" V neN: (x,) ™/
//52.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)"" "\ //

Bew:0<e- (1+1/n)"< (1+1/n)™" - (1+1/n) = (1+1/n) HA—%——l)Se/n und
>e...S2.3.9 <e...S2.3.8
1 2n 2n
e-(1+1/n)"> (1+=—)*" = (1+1/n)"=(1+1/n)" ( ——— -1) =
2n (1+1/n)"
<e...52.3.8
(2n+1)2”
2n 2 "
(1+1/n)" (|———=—| -1)=2( 4n +42”+1 L
- n+1 4n n+1
> (1+171) -

5233.8 n

2 n n
2((ﬂﬂ—iiﬂil) —1)=2((1+ 1 ) S1) s 2(14—1 1)

2 — 2
4n“+4n 51.5.6 4n°+4n

1 1
2 =
4n+4  2(n+1)

A2.3.2 Zeige, dass die Expotentialfunktion streng monoton
wachsend 1ist. x<y=e*<eY = I<e¥Ye™*=e¥™

A2.3.3 Zeige ————1————=(1——i—)n+1 V neN und schliebke
(1+1/n)"™! n+l
daraus, dass die Folge (1+1/n)"™ monoton fallend gegen e

strebt.
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S2.3.19(1451)

Vor:y>0 Beh 3J x€R: e*=y

Aussage: Die Funktion exp: R—=(0,o) ist bijektiv (exp (x)=e¥)
//D1.3.2(504) Ein angeordneter Kérper (K,+, ,<) heiBt vollstdndig //
// (beziiglich <): < V TcK, T#© und T nach oben beschrinkt
supTeK.// //82.3.18(1409)10.) (1412)a, 2 a = exp(a,) 2> exp(a)//

n=>o n-=>o
// 8.) (1412) x<y < exp(x)<exp(y) (strenge Monotonie)//
Bew:Injektivitat folgt aus S2.3.18 8.)
Surjektivitidt: y€(0,o), T=[t€R|e'<y|/#@ .beschrinkt?

e = 1n =(1/e)® 2 0 da 0<1/e<l =

n->w

e
d n(y): ey V n=ny,= -n€T V n=n,(y) = T#O
V teT: t<l+t<e'<y = y ist obere Schranke von T = 3 x:=supT

D1.3.2
Beh:e*=y aus Widerspruch zu e*>y und e*<y
| S2.3.18 10.) 1
- N n
Annahme: e*>y: & > e*= d ng: e >y V n=n, =
n-> o

1
- 1
V teT: e<y<e " V n=n, = t<x<x-— V teT =
n
0
Widerspruch zur Definition von x

1 . C
#= t<x-— V t€T = Widerspruch zur Definition von x,
My
1 . . .
#da x—;;— obere Schranke ware, x damit nichtkleinste
0
#obere Schranke

| S23.1810.) el

Annahme e*<y: = e’”ﬁ 5> ey = e "<y V n=n(y) ® (x+1/n)E€ET V n>n;

= Widerspruch zu x (Def von x) obere Schranke
= e*=y d.h. jedes y vorhanden, e Funktion bijektive Abb R -R?,
e transzendente Zahl....keine 0 Stelle eines Polynoms

n-=>w

Andere Formulierung:
//D1.3.2 (504)Ein angeordneter Kérper (K,+, ,<) heiBt vollstdndig //
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// (beziglich <): e V TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supTeK.//
T={teR|e'<y}, e‘“zinz(g)n 2 0 da O<%<1 = d ny(y): ey V n=n, =

e

-n€T V ny(l) = T#0O

V teT: t<l+t<e’<y = y ist obere Schranke von T = 3 x:=sup(T), y=e*,
D1.3.2 ry

n->o

1 1
X— X—
Annahme e*>y = e " 2 e*=>3dn;: e "> Vnxn V teT =

52..3.18 10.) n-oo
1

- 1
e‘<y<e "V n=n,= t<x<x—— V t€T = Widerspruch zu Def von x
n
0
1
X+=

1
" 9 ey V n=n,(y) = x+— €T V n=n; =
- n

n-=>ow
Widerspruch zu x obere Schranke (Def von x)
= e*=y, Jjedes y vorhanden.
e Funktion ist bijektive Abb R—R,, e transzendente Zahl, keine
Nullstelle eines Polynoms

e’y = e

D2.3.2(1452)Die bijektive Funktion zu exp:R—(0,®) ist definiert durch
exp (x)=e*:=1lim (1+x/n)" V x€R heiRlt (natiirliche)

n->o

Expotentialfunktion mit Basis e:=lim (1+1/n)".

n>o

Die Umkehrfunktion log(0,o)— R der Expotentialfunktion
heiBt natirlicher Logarithmus oder Logarithmus zur Basis e
(log x=1n x)

Bem:log e*=x V x€R. exp(log y)=y V y>0, log 1=0

A2.3.4
a)Zeige, dass die Expotentialfunktion exp: R—(0,») streng
monoton wachsend ist

b) Zeige exp(x)=1+x V x>0, und schlieBe daraus, daB die
Funktion exp nach oben unbeschrankt ist.

c)Benutze exp(x)exp(-x)=1, um zu zeigen:
V ¢>0 3 KeER, V x<-K:exp (x)<e

d)Skizziere den Graphen von exp und log und
zeige log(xy)=log (x)+ log(y)
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S2.3.20(1453) Eigenschaften des Logarithmus
1.)log e*=x V x€R, e'9vy=y V y>0.
Log 1=log e°=0, log e=log e'=1
2.)0<x<y & -wo<log x<log y; x,YER, (streng monoton wachsend)
Bew:0<x<y = log x<log y, x=log e*<y=log e?
#Bem :0<u<l<v = log 0<log u<log 1 <log v = 2-x<log u<log 1 <log v< =20 =
—_— o —_— —

u=>0

=0 =0 v=>©
3.)log(xy)=log x+log y V x,y>0 x,y€ER, Additionstheorem oder
logl/x=-1logx Funktionalgleichung
Bew:elog(xy) — Xyz (elog x) (elog y) =elog x + log y =
;j Injektivitiit
log(xy)=log x + log vy
4.) (.)ar=ek " ¥V a>0, V keZ.
(..)a=e 92 Y a>0, reQ.
Bew: (.)a>0, k&N, Induktion
k=0: a’=1=ellcs s
k=1": al=a — elog a:el*log a
1)
k: ak — a.a(k—l) — ae(k—l)log azelog ae(k—l)log a =elog at(k-1)log a_

ek 1?92 Analog k€Z (siehe andere Formulierung)
Andere Formulierung:
k=0 : ok
k k‘|‘1 . ak+1=ak*a=eklog aelog aze(k+1)log a

ke-N:a*=1/a*= B =gklog @
e(—k)loga

//52.3.18(1409) 6.)(1410)(..)exp(l/k):eir;Jg V ken, //

Bew: (..)Sei reQ = 3 peZ, I geN mit r=p/gq =

lloga plloga
ar= (al/q) P= ( eq )P=¢ q =grloga

exp (r)=exp (p'1/q)=[exp (/) =

5$2.3.16 6.)
— %logx — lloga

5.) Vx =e , al i=Va=e" V a>0 und neN,

1l 1 1 1
5 0gx ) Elogx Elogx N Elogx —
Bew: (e )=e *e =9 r*=x = e =x
%lOg—vﬁ (%1oga)n
(e )=e =elooa = 3
N
1.)
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6.) (.)1-1/x<log x<x-1 V x>0.

// 82.3.18(1409) 7.) (1409) l+x<exp(x) V x€R, exp(x)= 1ix V x<1//
Bew: 1+u<e® ¥ ueR =  lt+x-1<e®' = x<e*' = log x=<x-1 V x>0.
=x—1 x>0
1 - e 1 1 —1
e'< fur u<l = et <——M—=—=x = X <log x
1-u o1 x—1 1 X
stattu: ——<1 1- -
X X X
x>0

X210 L 1i1/x<1 > -1/x<0 =

= 1-1/x < log x V

Andere Formulierung:
1+y<e¥ V yeR. y=log x = 1l+log x<e'?*= log x<x-1 V x>0, x€R =
lox =-log(l/x)=-(1/x-1)=1-1/x
/.-"':
7
7 |
e
//
- X X
e /
7
1 7 / / logx
— e / —
]_—X y // /
1-1/x
—— /-- —
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7.)a,a,>0, neEN, a, ? a = log a, 2 log a Stetigkeit

n->oo v n->o
/

//6.) (.)1-1/x<log x<x-1 ¥ £>0.// /

IA

Q|§
Ha |l

Q |Q
IA
—
®)
Q

a / g
N /
Bew:log a,=log— +log a, A, 2> 17 1-
pd a / a n->o

o
=
>

4
{:

a
n y ,

= log— =2 0 = 1lbg a, ” log a
a — / I,’ —

n->o / now

//2.)0<x<y & —w<1,,'ég >§</log v; x,yER//
//#Bem:0<u<l<v :3/109/0<1og u<log 1 <log v = 22— <log u<log 1 <log v< 2w //
// /," =0 u=0 =0 V=00
Bem:Aus 2.)log/x>0 V x>1, log x<0 V x:0<x<1,
x.75040) = log x,—00 (-o)

Zur Wiederholung:
Def von a*..x€N:a*=a-a-a-...a, x€Z,
| —
x mal

x<0: a*=(a™) "', x=1/q, g€N, a*=sup{yER:yi<al, a=0

x=p/q, p€Z, geEN, ax=(a§)p, a=0

A2.3.5 Zeige: le—(1+1/n)"| <e/n V¥ neN.

//82.3.8 (1402)xeR N x#0 AN n>-x N x,=(1+x/n)"” V neN: (x,) ™/

// 2.3.9 (1403)b,:=(1+1/n)"" \ //
//82.3.10(1403)/(1+1/n)", (1+1/n)"**/ lim (1+1/n)"=lim (1+1/n)"*'=:e, neN//

Bew: |e-(1+1/n)"|=e-(1+1/n)" < (1+1/n)™'=(1+1/n)"= (1+1/n)"  [(1+1/n)—1]
52395238 <e523.8,523.5 =1/n

<e/n V neN

//#82.3.5 (1401)g>1, a>0, g*=a < 3, x=%%0ga a€R//

//#Bem: 1.) 9log 1=0//
// 2.) x€(0,+ o), xr9log x M aus 2.3.4 Fall a>1//

// 3.) 9log a’=p*log a//

D2.3.3(1454)

Fir a>0 sei aP:= e V beR (Potenz zur Basis a mit Exponenten b.
Siehe $2.3.18 5.) Bew fir beQ #aber beR 2?272#
#S2.3.5 “log aP=b*°log a & aP=,‘leed" = b loga

b®loga

logab:I% V beR, b>0, a#1l Logarithmus von b zur Basis a#0.
e e
Bem:y=a’=e’ %% o °log y=b*°log a © b=%=alog y < b="log y
0ga

Hinweis: Verwendet im Bew S2.3.15
Bez: Va :=a":=exp (1/n log a) fiir a>0. V0 :=0

D2.3.4(1456)

(.) Fir a>0 heiBt a*: R»(0,®), x a* die allgemeine Expotentialfunktion
zur Basis a>0, a#l
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(..) log.: (0,0)>R, x log.x heiBt die Logarithmusfunktion zur
Basis a>0, a#l

(...)x%:(0,0)—>(0,0)heiBt allgemeine Potenzfunktion mit Potenz
o€eR.

log x

loga

(1456)Eigenschaften dieser Funktionen:

Mit x,y,a,beER, a,b>0 gilt

(a*=e* 92, 10g., X= , x%=e® 9 x >0, 0€R)

1.)a*a¥=a*"
Bew:axay: (exlog a) (eylog a) :exlog a + vy log a:e(x+y)log a:ax+y

2.) (a¥)¥= a¥

Bew: (aX) v— (ex log a) v— eyl(’g(e
3.)a*b*=(ab)*

BeW:aXbX: (ex log a) (ex log b) :exlog a + xlog b:ex(log a + log b) ) —
ex log ab_— (ab) x

xloga)
:ey(xlog a):e (yx) log a=gxvy

4.)1og.(xy)=log.x+1log.y (x,y€ (0,0)) Funktionalgleichung

log( x 1 +]
Bew:loga(xy)zloz(ay) - 1322 ogy =log, xt1log., y

5.)log.y: (0,0)—> R 1ist die Umkehrfunktion von a*, a#1l,R—(0,x)
Bew: y=a* < log y= log a* & log y=log e*% =xlog a ©
log y
x=—-=10g. ¥ b
log a AN
1 .
6.)x% ist die Umkehrfunktion von x“ Mr :a€R, a#0
N\

N\
//#82.3.5(1401) g>1, a>0, g=a < 3, x=9loga aeR/

Definition \
//#Bem: 3.) 9log af=p*?log a// AN
Bew:0ER, a#0, x>0, y>0, y=x* o y=e"9* o 1dg y=alog x &
llogy L \a_
1/0 log y=log x < e“ =x & y"=x o x=¢\x

Hinweis:log a*=x*log a siehe 2.3.5 Bem 3.) by 5.)
N\

AN
7.)1log a*=xlog a

Bsp:1.) //82.3.18(1409) 10.) (1412)a, 2 a = exp(a)) 2 exp (a)//

n->o n->o
a>0, o3 > 1, r\l/gzaﬁ/“:e”“l"g *% 1/n 2 0, (log a)l/n 2 0 =
n->o n->ow n»w  52.3.610.)
el/nloga 3 eozl
n->o
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2.)//82.3.8 (1402)xeR N x#0 N n>-x N x,=(1+x/n)" V nenN: (x,) M/

V 0>0 (speziell « klein) gilt %87 5 o,
n ~

n->o
nimewornz (1+ LB )2 > (14 L‘;g” )?> <’ (log n)? &
$2.3.8 4
togn iz L 5
n® logn el
3.) :nl/n:e (1/n)log n eozl
n n [}
n->o
o a alogn
4.y >0 VY a>0 (o groR), n_n:en e®leg ngn=
e’ 3w e e
”(akr)lgn*l) alogn
glalog min= o , 0<—2-<1/2 V n=ny(1/2) =
n
[ —)

2.)

}
<eAr ¥ n>ny(1/2), eV 2 0

e
o0
yn!
5. =@=gnn! 2 1 Formel von Stirling
- n->oo
e

______ - = s

Bew:n : (n/e)“<n‘—<_e_(—f17é—)—n;n— A /V/ 1}6@/ ///
beniitze: (1+1/n)" <e< (1+1/n) ™" e e ///
n=1 : A(l)=§'l/esl!Se*\(\l,ég)l*l e 07 s
n—-n+l : (AN = AL), S~_7 L7 pd

~

(n+1) e (n/e)"<n! (n+1)< (h?E)/e n/g)’“n =
4

1 1) 1< 4d+1) [— n
<n+)(n)n/e)/<3/) J(+)(n) (n/e)™n =

s
/ // Ve
n+1 n+1 n+1 n+1
7( n) < (/r{+1 '<(n+l)/(7n) =
e 7 e
+1 )\ -, / s +1\m1
(n—l/)/ <(/H+}4 I</(/n+l) n—l e = A(n) V HEN
7 W/// / // I;l/_, €
/
Vo' < M feln =11 5
9?61:w> ﬁi/)///"l(""oﬂ n 5e
€ e

A2.3.6 Zeige:

a) 0<a<b = a*<b”,fallsx>0
a*>b* falls x<0

//S82.3.20 (1452) 2.)0<x<y < -owo<log x<log y; x,y€ER)//
//S82.3.18(1409) 8.) (1412) x<y < exp(x)<exp(v)//

Bew: (.) 0<a<b, x>0: a<b > log a<log b =
$2.3.20 2.) x>0
xlog a<xlog b = eX108a o pxlogh
et — —
S$2.3.18 8.) X

a b*
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(..)0<a<b, -x>0 = a " <b™ = a>b*
() —— ——

(@)t (!

a*<a’ fallsa>1

b) x<y=> N
a*>a’ ,fallsO<a<1

//82.3.20 (1452)1.)log e*=x V xeR, e'9¥=y V y>0. log 1=1oge’=0//

//2.)0<x<y & -o<log x<log vy; x,y€ER//

//#Bem:0<u<l<v = log 0<log u<log 1 <log v = 2—x <log u<logl <log v<23x //

=0 u-=>0 =0 V>0
//82.3.18(1409)8.) (1412) x<y < exp(x)<exp(y) (strenge Monotonie)//
Bew: (.)x<y, a>1 = log a> logl =0 = xlog a<ylog a = eXloga < pyloga
—_ nd - [— —_—
§2.3.20 2.) =052.3.201.) X<y $2.3.18 8.) a a’
(..)x<y, O<a<l = log a< logl =0 = xlog a>ylog a =
—— —
§2.3.20 2.) =0 52.3.201.) X<y $2.3.18 8.)
exloga > eyloga
— —
a* a’

A2.3.7 Untersuche jeweils die Folge (a,) ;., auf Konvergenz und
bestimme ggf den Grenzwert:

n+7 \2" 1+7/n \*" (1+7/n)" ? e’ )’
a)a,= o= |———| =|l———=] =~ [— =’

n—15 1-15/n (1—15/n)"| ™= le™*”
b)a,=3/n+ flir aeR(fest)

a 1

)*=(a/n)* 7, 1%=1, da 3/n 7 1, denn die Potenzfunktion ist

copqn = (gn
stetig, d.h. wenn b, 7 b mit b,,b>0 V n, so (b))%~ b“%.BRBew:

n— oo

(bn) “=exp (a*log b,) =7 exp(a*log b) =7 b"

n— oo

//82.3.20(1452) 7.)a,a,>0, neN, a, 7 a = log a, ., log a//

n— oo

//82.3.18(1409)10.) (1412)a, 7 a = exp(a,) ) exp(a)//

Bew: (b,) “=exp (o logb, ) 2 exp (alog b)=b"

—
~>logh( S2.3.207.) §2.3.18 10.)

1 1
an

a,=Vh =(n*) "=n®*"=(n")*=1%exp (a(log 1)=exp(0)=1

1
n
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A k A n—k
c)a5=@mﬂ(gj (L—;) fiir k€N, und A>0 (fest) .
o« n(n=1)...(n—k+1) ¥ Y LS B S A Ak
Lossa ki e R Tt e A e
Ao (n-1) ..(n—k+1) se? 1 k=1
kin n .n
Tu:1—1/n->1 21
~n(n—1)...(n—k+1) A* A n n-1 n—k+1 K Ax
= k! U MO R T _v_/(l AMn) 2k
~ - [ N [ >1
An o (n-1) .(n—k+1) =1 =1 1
k!'n n ....n

— [— [ —

L YN
n

(

-

Bem: Diese Aussage ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
nitzlich. Approximation der Binominalverteilung durch die

Poissonverteilung allerdings in etwas allgemeinerer Form:
k

k n—k )\_ -A
n)(l-Pn) > ire

n->w

pP-€(0,1) V neN, lim (np,)=A>0 =

n-o

sei folgendermalBen rekursiv

A2.3.8 Die Folge (an)
loga,

,n€ N,.

definiert: ap:=2, aps:=an—
Zeige, dass (a,) konvergiert und bestimme den Grenzwert.

(Hinweis:zeige zuerst a,=1 V ne N,

2+a,
A2.3.9 Ist die durch a;:=1, a,i=
1+a,

rekursiv definierte

Folge a, konvergent?

a,>0, lim a,=a>0. Beweise: lim log a,=log a

A2.3.10 Vor: (a,) .., konvergent,
//82.3.20(1452) Eigenschaften des Logarithmus//
//6.) (.)1-1/x<log x<x-1 V x>0.//
a a a
Bew: Vor = — 21 = 1—a—”Slog n<h gy 5 log — 2 0 d.h.
ndw  2.3.206.) ;ﬁﬁf, a ngJ a 5.

n-=ow

log a,-log a 2 0 = log a, ? log a

n->o n->o
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S2.3.21(1460)Wichtige Grenzwerte

— n->ow

1.) ¥n > 1
Bew:siehe S2.1.2 Bsp 4.)

2. 1lim Ya=1 V a=0
Bew:a>1 = 1<Va <¥n 21 V n=[a]+1
31 1)
ng= 3% n—_
0<a<l = Y1/a » 1 = Va=1
_1
Ya
. log
3.) 1l =0, a>0
n->o na
X . low n alog n\? aPlog? n
Bew:(LF—)/ e*, x>0, n%=e*°9nx>|1+—2— V peN > =
n pp p=2
2 2 2 n-w
nos & log” n 2 > log n :)
2? a’log n n®
nP
4.) lim — =0 (p>0)
n->w en
p p p +1)lp+1 p +1 )Pkt p
Bew n_n_ n — _ n ([p:l )[p]+1 < n ([p[]p]+1) _ [’;]+1 ([p]+1)[[’]+1:
€ 1+—1 (1+[p]+n) Bin n n —
[p]+1
a =20
1 c=(l) '3 0
n® n
0=a<l
I _
5.) lim ) n.n 1 Unxe
m \Ten) s
1)2)
n\" n\"
//82.3.18(1409) 11.) (1412)Ftur n=2, neN gilt immer e(—) <n!<ne(—) //
e e

i — ! -
Bew:52.3.18: e< n <n*e = We:sd—lk——:évn*e
(n/e)" 5 Vlem)  ——~
2)) _— 1.),2.)
=>1
1
—log x =log y
NR:x!/"=e" <e =y'/" & x<y
6.) Vor: x€R, |x|>1
n
Aussage: lim — =0
n-oo n!
n Faktoren n Faktoren M Faktoren n-M Faktoren
— — —
n n
Bew: | X = XL Xlixloxl x|l [x] [x]Jx]... x| [x]1x]...|x]
nl ' on! 1*2*..*n  1*¥2% . *n 1%2% <M (M+1)*(M+2)*,...,*n
[ [ M}lxl —_ ~ -
n Faktoren n Faktoren _ |£|ﬁ n—M Faktoren
M!
< ?
W
M+1 M+2 n M+1
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	//S1.5.6 (715) xR, x-1, nN,(1+x)n1+nx, =  x=0 oder n=0 oder n=1//
	A2.3.10 Vor:(an) konvergent, an>0, an=a>0. Beweise: log an=log a

