Doppelreihen
D3.2.3(1765)

// D2.5.1(1550) Doppelfolge reeller (komplexer) Zahlen

// Abbildung a: N’ R#CW: (n,m)P zun, (Zo) moma

> z,mit z, Doppelfolge reeller (komplexer) Zahlen nach D2.5.1 heiBt
k1=l

Doppelreihe. Mdgliche Bezeichnungen.

o0 n

anER #(C)#I Z an::(snm) ;.zomZI 14 Snm::Z Z Zkl V n,mEN.
/=1

n,m=l k=l

D3.2.4(1765)

® (Sy.) Ti k:) seR #(C)#: > =z, heiBt konvergent und 2 =S= lim

=0 k=1 k=1 kol o
Skl-
o0 ;S' Zy1 heiBlt absolut konvergent: 25 | zy1 | konvergiert, 25 | Z4 1 | < 00
k.,1=0 k,1=1 k,1=0
Schreibweisen:Absolutpartialsumme: S = Z Z [ Ze |,
k=1 =1
Folge der Absolutpartialsummen: (S ) mom= -

Méglichkeiten der Doppelreihenberechnung:
Bsp: (x,x) sind Indizes von Summanden, Pfeile —> entsprechen +

1.) Abzahlung nach den Bldcken N2 ={(k,1) |k,1=1,.,n}=((k,1) ) i,a
Bijektive Abb f;: N->NxN

(1,1)(10) (1 2)(43) (1,3) (98) 1 4)\ (1615)
v A A
(2,1) % (2, 2)‘3’ (2,3) @70 (2, 4) o)
A A
(3,1) %Y >(3,2) *L>(3,3) 7 (3,4) %

A
(4,1) "9 >4,2) "L ¥4, 3) ”“t_4£,4f 1312)  rot Nummerierungsbeginn O
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:={(k,1) | k+1l=n}

2.)Cauchysche Abzéhlung N2 nach den Diagonalen A,
(O 2) 5) (O 3) (9)
7 7

(0, O) (O 1) ¢
O/ /
1,1 1,2)® ..

7

<2,Uﬁ<, )4/(2,2><“>
(3,00 (3,1) " s _
Bijektive Abb ¢: N— N\ﬁ\mil: @(0):=(0,0) und ist @(j)=(k,1) =

k-1,1+1) fiirk #0 >~_
Cp(j+1)!=( )J,p . ~o

(I +1,0) fiirk =0 S~

(k 1l+l)furk Z0 <
=71, usw

Bsp @(0):=(0,0), @(0+1): ‘|(0+1’0) fiirk =0

Zw = eine Doppelreihe, so gilt
3

1st 3z
k,1=0 D3.2.3
Z Zkl_z Z ank_Z Z Zn-t,0.
n=0 n=0

Dz e = Zoot (Z10+tZo1) + (Z20+ 211+ 2Z02) +.. —Z
Jj=0 n=0 Kk+l=n
Allgemein: Sei @=(k,1): N N?, @(3)=(k(3),1(3)) V jeEN eine Abzahlung
von N?, d.h. eine bijektive Abb von N in N?. Berechnung des Wertes
zqn durch Berechnung des Wertes der Abzihlung 2, mit S3.2.7
k,l=1

>

k1=l

Zx(3)1(3)
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S$3.2.7 (1767)
Vor: (zw) £sm, bij. Bbb ¢=(k,1): N> N?, @o(3)=(k(3),1(3)) VY jEN,

d.h. @ zahlt N?ab (siehe oben), awg i) /=

o0 o0 [e'e] o0
Aussagen: ® X |zul S S e X lzigngl = S > e 3 z,=3" 7,4
k.l =1 D324 j=l D3.2. j j=l

N
IN
>
Il

//83.2.5(1750)//

//Vor:Sei (zv) J_,< C und ;S'lzvl<w.//

v=0
//Beh:Fur jede Umordnung 25'“” von lg'zv gilt 25 |ka=25 | zy | <00/ /
v=0 v=) v=) v=0
// und S= 25 zv//

¢wr£
//82.5.1(1250) Cauchysches Konvergenzkriterium//
//(4m) wm= 1St konvergent < //

//V e0 3 N=N(¢)eN mit |a,nw-aml<e¢ V n,n’,m,m’ >N oder //
// V n”>n>N und m’”>m>N//

// i'wvzi' Zv-//
v=0 v=

//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Koérper und a,beK//
// 6.)la+b|<|al+|b| (Dreiecksungleichung)//
Bew:

e =7 Sei > _tﬁl| Z S = (Sl Fsu_ ist monoton und beschrinkt =

= 1hn:§m;%}$ 25 |zw| (das ist eine Abzahlung lUber Blocke (zu) z,—)

n— oo
k,l=1

ngsaile Abzahlungen (siehe oben) konvergieren absolut

e Sei Yz flr irgendeine Auflistung absolut konvergent ==

S3.2.5
E::Z |Zk(j)l(j)|_llmSnn Z | Zy1 |

. n— oo
Jj=1 n=l

”

d.h., ist die Summe fir irgendeine Auflistung absolut konvergent,
so 1ist sie auch flir eine blockweise nach 1.), siehe oben, absolut
konvergent. § und S, sind zundchst Summen aus Block- oder
anderen Auflistungen, noch nicht Summen von Spalten-

oder Zeilensummen

= V &0 3 NeN: 0<s-5,.<¢ V n>N

S

=
—
n'>n=N ., m'>m=N

— =
w S = Z Z | Zy1 | = Z Z | Zyx1 | = Z Z | Zk1 | Y
gewdhlit n'=m

= = k=n+1 (¢=m+1

= = s — — —  — .
Z Z [Zw =1 S nn =S wl - | Son—S |+ S-S5 wl<2¢ S3.5.1
k=N+1 (=N+1 S1.2.1 6.) s

25 | zv1| konvergiert = QS zy; absolut konvergent

k,l=1

r.\
2
I

M

lzyw| o S o 25 | Zesy1y| = S heiBt auch, dass
k1l D324 i = D324

I

# >z, und D z.5:.4 konvergent, aber nicht unbedingt, dass beide
ko= =
# Summen gleich sind
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LI S.m absolut konv = S, — S = Sy — S = Z Zk1=2 Zx()10)
n,m— oo n— oo k.l =l N
(Beachten S,., S, Su sind keine Summen aus Absolutbetragen)
Bsp:
//83.2.2(1700) Vor: (z,) “_,<C, n€Ny.//

//5.)Quotientenkriterium z,#0 V n>n, und I 0<g<l mit //

Zn+l

// ° <g<l VY n=n,>n, = Z |z, <0.//

n=>0

ZH

) o0

> qkq‘=Z g, geR = Z='o SWELALIEY v Y Z g z Y () g
J 1=0

k.l =0 k.l =0 Bsp2.)Cauchy Abzdhlung =0

= Z (n+l)g" absolut konvergent fur |qg|<l =2 S’ = =3 (k+1)d".

53.2.25) §3.2.6 f =0 k=0
. (k+2)

(k +2)q" +2)

I(k+1)q I 1)|—(f’c+1) Iql _lal<l

Aus

//82.5.2(1551) Vor: (am) .. konvergent, nl,},rfw am=a, ® V neN 3 an::,}lijrolo anm
//

// o0 mEN = am::}li_p; anm//
//Aussage: ® F }lijgan: a:}lijgan bzw hrn an —}g{}o (llm am) //
// ee J limg . g=limg_ pzy nhm a,=lim (limg y //
folgt
_ und ® sz/, =z, VkeN = Z(sz/)
$3.2.8(1768) 3 zg=s=lim g, §232k54 4 =D zu=S
o= und"sz[—z, Vie N = Z(ZZM) o
§352%4 (A

1768



S3.2.9(1769)

Vor:

# Bezeichnungen k Zeilenindices,

0

>

k,l=1

Aussage: | Zyy |

//82.2.2(1301)
//Vor:Sei

//Beh:3 lim a4 //

(Zkl) /Oco,lzl ECI Snm

Cauchyscher Doppelreihensatz

0

Z Zklzz(snm) im:l .

k,l=1

=i' f Z,a V n,meN,
k=1 1=l

! Spaltenindices

konvergiert|< 3 (3 |zu«l) konvergiert, d.h
k=1 (=1
Zeilenreihen 2: |z | konvergieren V keN
=1
und
> |Z 2013 (3 lzul)<+ o0
k=1 k=1 =1
| Y (Y Izul konvergiert, d.h
¢=l k=l
Spaltenreihen Y |zux| konvergieren VYV (€N
k=l
und
2 1Y zul=X (X lzul)<too
=l k=l =1 k=l
And Z ZklZZ (Z Zk():Z (Z Zyr)
k,l=1 k=1 =1 =1 k=1

(Monotone Konvergenz)//
(a,) CR monoton und beschrédnkt//

//82.5.2(1551) Iterierter Limes//

//Vor: (am) mm=

//

//Aussage: ® igge%:
//

+o0 2
S2.2.2
m
H
D zwl =
—] m— o

3 1hn(1un‘g )

n— oo

s

k1=l

m— o0

n m

ﬁnl;S ‘ﬁnlzg

im 3 (lim 3z,
k=l 1=l

iterierte Reihe Y/

konvergent,

ee F limg .
Ve

m— oo

n m
w2 3N Jzal
m.,n
k=1 [=]

| 2y | = lim

n,m— 0

lim anm a, [ VI]EN = an'_lim Anm //

n,m— oo

_® o VmeN T a,: —,%lm 8o/ /

—lim 7 lim :Jﬁn lim
a nﬁ)yjﬁn bZW n,mHDO aﬁn}/ n— o0 (M*)OO anm) //

AR ¢~ . .
< lim Um =lim (lim
2 m— oo An bZW; 7n,m— oo Anm m— o (}14)00 anm) //

=z
7/ - m

m o0
J— \_j -
2 5 =2 ¥ k,meN, k<m: Y lzul< D lzul< Y lzwl<
T o = k0=l N
7
7
7
_/
n #oo !
SV keN = 3 lim g5 —lim ¥° Z lzal ¥V keN
mee k=1 =1 §2.5.2

und es gilt

S ) =lm (

n— oo

,}g{}oz Z |2 |) =

DX =

=1

=2

k=1

| Zxal)

o0 0

(X

=1

| zw1 1) konvergiert.

k=1
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//82.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)//
//Vor:Sei (a,) €R monoton und beschradnkt//
//Beh:3 1im g4 //

0 o0

v 3 (Y |1zal) konvergent =

k=1 =1 ~
~ JE—
. n m |Z | o0 ~ - (Snm)oo - B
S o= Z k< ( | Zy1 | ) <400 d.h. »m= und S ., beschrankt
k=l /=1 >0 k=1 1=l monoton

=~ auch Abzahlung von

S2.2.2
|z | Uber die Bloécke (lzwl) z.,o4 konvergiert,
k,l=1
N . n
4 d.h. z.B. I 5: limg =lim 3 |z, |=3
n— oo n— oo

k,l=1

> 2z, absolut konvergent = Beh
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Andere Formulierung frei nach Skript Uni Greifswald

Zusammenhang zwischen Z Z Zi5, Z Z Zi5, Z Z Zs(x

J=0 _isb— — — — 7

Vor: z;;€C, i,jeN, f+ N—*‘NX'N—_Bljekth,
3 KeER V endliche Mc NxN: Z |z <K.

T G.pem
Aussagen: © Jede Zeilensumme Zi:=Z Z;3 konvergiert
i =0
LA Jede Spaltensumme Sj:=2 z;y konvergiert
Jj=0

L 3 ) i' Z; und 5' S; konvergieren. i' f 3=
i=0 J=0

i=0 Jj=0

o000 Z Z £

//82.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)//
//Vor:Sei (a,) cR monoton und beschrinkt//

//Beh:3 im o //

// d.h. (a,) €R monoton und beschridnkt < (a,) konvergent //
Bew: Zunachst
L3.2.9 (1780)

p i’f ist absolut konvergent < Jd KER V endliche McN: Z | z; | <K.

k=0 eC eM
//
_ .
Bew L3.2.9: ,=“ Y |z abs konv 2 (Snzzz | zx | LieN beschrankt
-
% =0 S2.2.2 k:()///
= -
/// N
— _ -
3 keR: S,<K V neN. = - 2 1z0=Y lzil=8.=K
MC/XM lich, N =max M ieM =0
-~ 1

—
—

"C“ Setze M::{O, l,...,n} = Sn:Z |Zk|:Z |ZIJ|SK =
ieM

o0

S, beschrankt und monoton Sf > |z, konvergent
k=0
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//83.2.5(1750) Absolut konvergente Reihen sind auch unbedingt konvergent

//Vor:Sei(zv) _,< C und gz'lzvl:f S<w.//
V=0 V— o0

oo o0

//Aussage:Fir jede Umordnung >, Zsn VOD lg'zv gilt > |ZWW|:;S"ZV|:

#(v)=0 0 #(v)=0 o

S <o und S= s Z¢(V)=Z zv//
v=0

$()=0

//83.2.2(1700)//

//Vor:(z,) 7 o/ /

//Beh://

//1.)Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent//

o0

// JS'IZHI konvergent = lg'zn konvergent.//

n=0 n=9

Bem:
#Vergleich L3.2.9 und Vor

—————— —I o0
#3 KeR V iche | McN: | 2; |z; | <K & 25 z, 1ist absolut konvergent
I | < k=0
£

I |
#3 KeER V endliche WM:NXN:l(%§;1|ZU|SK, z;;€C, 1i,j€N,f: N-» NxN bijektiv.
lm—— = i,

# M sind jeweils endliche Teilmengen von unendlich vielen Indices aller
# Summanden und <K gilt in beiden Fallen V M,

Vor (siehe oben): z;;€C, 1i,J€N, f: N> NxN bijektiv,
3 KeR: QS' |z;5 | <K V endliche Mc NxN.

(i, ))eEM

S

Vor & 3 f: N> NxN bijektiv} 3  z:y absolut konvergent

I o0
f?;lv f: N—= NxN bijektivi Y  z¢y absolut konvergent

<
Bezeichnung: Szzzf Zi5
Bem und $3.2.5 = V bij f 3 eeee s5=3 7., .
k=0
® MCN endlich = {i}xM endlich = 2 1zl = K = X oz
Vor JEM YM N 1L.3.2.9 j=0
abs konvergent

fr— <
= > z;; konvergent
§322 5
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® ® Analog Z z;5 abs ]<:onvergentS_;22 Z z;5 konvergent
i=0 -

//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Kdrper und a,beK//
// 6.)latb| <|al+|b| (Dreiecksungleichung)//
//S2.1.3(1255)Vor:Seien (a,), (b,) Folgen aus R mit a, ~ a, b, ‘—«-‘ b, aeR//

n— oo

//Beh: 2.)a,<b, (a,=b,) fiir unendlich viele neN = a<b (a=b) //
//82.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)//
//Vor:Sei (a,) cR monoton und beschridnkt//

//Beh:3 lim 4 //
// d.h. (a,) €R monoton und beschrdnkt < (a,) konvergent //

oo i‘ |S Zi | ;S Z Z |le|vK %}ESZ Z IZlJI—Z | Z;| konvergent
i=0 Jj=0

i=0 j=0 i=0 j=0

#H* o

= Y 17=K

§2.1.32) i=0

N Z Z; absolut konvergent = #Z Z; konvergent#

S52.2.
i=0 i=0

m

Analog Z S; absolut konvergent
Jj=

#*am:Z 5' |l zi5 | <K, am=bm=Z |2;] = a=b=<K

Noch zu zeigen Z S5 Z 7,=S, zuerst 3 Z,=S, analog > Sy=S:
Jj=0

i=0 i=0

//83.1.2(1 602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien filir unendliche Reihen

//Vor:Sei (z,)c C und Z z, konvergent.//

v=0

- Z m— oo
// 5a)Fiir den Reihenrest Ry:= ), ZV:(VZ:;Z Z V) =70, meN,, //
v=m+1
S\,A)S —S

//Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fiir unendliche Reihen.//

// Sei(z,) cC. Z z, konvergiert & V €>0 3 n;(¢)eN mit //
v=0
// | Y z,<e V n>m>n;(e).(d.h. |S,-S.)|< & V n>m>n;(g)).//
v=m+1

Sei f;: N2 NXxN eine Abzahlung nach Bldcken (Seite 1775)

=)

z i
%' /1) 3bsolut konvergent

g S§3.1.2, Bem1.)

ccse
nt+p

YV >0 3 n,( Z |z, |<6 ¥ n>ng, p>0 =

p*) o0
k=n?
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Z|zfl(k)|S8 V n>n, Sf lim Z|zfl(k)|=0.

3.1.2 7>

k=n> k=n> -
n?-1 n-1 n-1 o < n-1 ;\\\\\ < o n-1 o0
1 Xz =D zil=10 3 ozl L s D 2zl .o S Dzl X |Zf|(k)|
= =0 =0 j=n 2. ) i = sieheunten ;—, =0 k=2
\
\ \\ ~ 0
\ \ n— oo
J=1 \ n-l |n
i=1]0 Y AA
\ > ©
\
\ \ .USwW ... USW...00 .uUsw
\ \
\ \
\
\
-1
. I\ * \ A A% |
v >
>

#n—oo: # lé—i' Z2:1=0 = Szi' 7
i=0 i=0

Andere Formulierung

Vor: z.€ C, k,1€eN,, M:=sup{2 Z | Zx1 | :nENY <00

k=0 =0
Beh: Z (Z Zx1) , Z (Z Zx1) 4 Z ( 720 2zx1) konvergieren absolut und haben
k=0 1=0 =0 k=0 k=0 k+l=n

denselben Grenzwert.
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) CR monoton und beschridnkt Beh:3 %}iﬂ a.//

//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 6.)|at+b|<|al+|bl|//
//82.1.3 (1255) (a,)Folge aus R: a,—a (n—o) und a&R//
//1.)a, <o (=a) filr unendlich viele n€EN = a<a (a=a)//
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) *_,, (w.) *_,<C, b,20, neN,.//

//Beh: 8.) Vor: (xi) jen, € R, x,20, k€N, und Sn::Z xx, NEN.//

k=0

Beh: Z Xy konvergent & (s,) neN, beschrankt
k=0

//

o0

)

k,0=1

m m
Bew: [z | CR, |2u|=0 = #k<m:#) lzul< D, |zul<
(=1 k, 0=l

> lzwl/ und beschriankt Sy:=) 1z, absolut konvergent

1=0 =0

<
| Zk€| & M<+ 0>
Vor
=
—
S2.2.2

Analog V /,n€N;y: T/;:=Z Zye und Vn:=k;:'0
k=0 k-:—ézn

zw sind absolut konvergent =

> Sy, Y T,und Y V, sind wohldefiniert. # Eselsbriicke S,
k=0 1=0

n=0
Spaltensumme
K L K L K K 0
Z IZ Zye | § Z Z | Zye | §M<OO = Z Skzz 2 Zyr | <M<oo
k=0 =0 SL2.1 5= = vor e s23 g k=0 (=0
333:'__?2 . Z Sy absolut konvergent.

Analog Z T, und
=0

S:=§' Sxund V:

k=0

k=0

n=0
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//83.1.2(1602) Vor:Seien (zy)< C und Y, z, konvergent.//

v=
//Beh:Notwendiges Konvergenzkriterium

// 5a) Fiir den Reihenrest Ry:= ), zv=(VZ::J v —é‘;zv)m:,wO, meN,, //
v=m+1 —— —V—
Sy—S =S,
// d.h. es gilt limpg.—p.//

0

<

- £ £ .
Y e>0 3 o,veN: Y (s, = =, 3 |v. S = und sei L>o>v
k=0

s3125a) 4 ' S3.1.25a) 4

n=v

{ <k, )EN .k+/§0—1}c{ (k, £)eN?:k+/<0}

v/ L-1= L= -
k,1 0 ‘/\/1 2 3 4 5 6 71 8 -
\ -
J---------- *q __________
o %2 X X X x’- X0 ¥ >
! ' 4 0
\ v
1 . X X\ X X X X 7/ X x 0 X..
\ s ]
! \ / 0
2 X X \ X X x ,/x x Xy X
! \ %
. \ 7/ .
v-1= 3 x x W x ,'x X X X : X...
\
0 \ 7 ]
v=4 | = X X\ s x X X X X ) X
. P !
(]
o-1=5 I x ,7x \ x X X X X § X
0=6 x ,/x x \\x x x x x x
e e e e e — >
’ \
L-1=7 . A
\
\
L=8 \\
o-1 o-1 <
= |V=-S|=|V- < +| V-
|V-S|=] Z sg sk| g | Sl +] Z Sl 43 5 s
e o-1
<
— Z Z Zkl"‘Z Zkl\| -
4 =0 S1.2.1
£ <
= |Z Z zkl|+|v2 Z\an =
4 po S1.2.1
Reihenrest \
£ o-1 o o-1 L-1
=+ ZZIxMI +|Z V|+|\ Z Z | %1 | #v=0 &dndert nix#
4 =0 I—1 nTO =0 =0 S3125 )

endlich viele Summanden

£ € € ¢ T
- - - I k1l
4 4 4 n=0 | k=0 I=0 | Z ISz,
3e € == ! \
= +— =€
4 4
# eigener Versuch ab -
S§3.1.25a)

1775

v-1 M 7o T | \
v22 0 ) - B NP EE P - e

k+1 =



Reihenrest

o-1 «© - o-1 o-1 -1
e D Ixnl 1Y vt Y v -3 Y ixal S
4 k=0 /=L n=o n=0 k=0 1=0 §3.1.25a)

endlich viele Summanden

o-1 1 o-1 -1l
E & € 3¢& E' 3e& E'
# 2ot I._Z ZI X | = + X | <—+ | X1 |
4 4 4 o : s 1:0: 4 kJ€Z, 4 k,eZ,
3e& ! 3 &
<32 4 Xk, <22 B
4 k+l =0 4

Analog i’ T/g:i' V,.
=0 n=0
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Andere Formulierung frei nach Uni Dortmund
Vor:z;;€K #C#, 1i,3€N,

d Abzahlung ((ci)ien aller Elemente z;;: Z c; absolut konvergent.

i=l
Aussage:

® Zecilensummen Z;=_), z;; absolut konvergent
JEN

® & Spaltensummen Sj=Z z;; absolut konvergent
iEN

o0

® 00 s gilt i' Zi=i' szs ci= ) Zi3.
=l j=1 =

p i i,j=l1
//82.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)//
//Vor:Sei (a,) cR monoton und beschrinkt//

//Beh:3 lim a4 //
//83.2.2(1700)//
//Vor:(z,) 7o/ /

//Beh://
//1.)Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent//

o0

// Z | z,| konvergent = Z z, konvergent.//
n=0 n=-0

//83.2.5(1750

//Vor:Sei (z,) T _, < C und Z | zy| <c0.//
v=

o0

//Beh:Fiir jede Umordnung Z Wy, von Z z, gilt Z |WV|:Z | z,| <c0 //

v= v=0 v=0 v=0

// und S’ WV:S' zv.//
v=0 v=0

//83.1.2 (1602)Vor: (z,)cC und Y z, konvergent.//

v=0

< Z m— oo
//5.)Fiir den Reihenrest Ry:= Y, zv=(VZ::J Zv —VZ:; V)"2"0, meN,,
%/_/

v=m+1

Sy =S =s

m

// gilt limpg —p
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Bew:

n

n N ©
® V neN 3 NeN: Y [z1<) lcil<Y lcil = (2 |z .en und beschriankt
i=l i=l

Jj=l J=

n n
= Y =z, absolut konvergent == 3 =z konvergent
S§2.2.2 = S$3.2.2

®e® Analog ©

j=

Bsp Cauchysche Abzahlung, i=2, n, k=3, N=8 Aufzahlung entlang Quadranten

(1|1)1 (71,2)3 (%13)6 (71,4)10 i
(3,1) 3%3,3)

. G, T R (5 ¢ -
(4,1), (4,2) . (4, 1ie> (4,2) > (4,4) ..
—1

i' b; absolut konvergent: i' ci=§ b; =

i=l i=l

U

el

él—g zi|=|f S | = D 3 layl

o Skl S1.2.1 " j=k+1
oo Z\bi|konvergent, S3.1.2
=S mmt R o
) —>
J=k"+1 —
k— oo

0 0

X ) - - k )
p ci=§ p,=lim ¥’ bi=/1(1_>r22_' Zi=2_' Z;, Analog Y c;=) S;.

i=l i=l i=l i=l i=1 i=l i=l

Bsp:

S 1

1. —

) k;;2 k'
//In der numerischen Mathematik bezeichnet Iteration eine Methode,
//sich der exakten L&sung eines Rechenproblems schrittweise
//anzundhern (sukzessive Approximation). Sie besteht in der
//wiederholten // Anwendung desselben Rechenverfahrens.
//Die Ergebnisse eines Schrittes werden als Ausgangswerte des
//jeweils nadchsten Schrittes genommen. Die Folge der Ergebnisse muss
//konvergieren. Wenn die Differenz zum vorangegangenen Rechenschritt
//kleiner als der akzeptierte Fehler ist, dann ist das Ergebnis

//hinreichend genau bestimmt, und das Verfahren wird beendet.

0 1 0 1 1+2 1 0 1 1 1 1 k
Sei k=2 fest. — = = =— = == — == — =
<t s gg doa G T ,Zz(; (%) T Tk TR
N
1 1-k+k 1 1 - - 1 1 1 1
= =—-== ( — )= lim —-=)=1lm (1-—-)=1 =
k(k-1)  k(k-1) k-1 k k; ,:Z2 K2 N>w ,; (k—l k ) N>w ( :
iterierte Reihe E: -%—(2: -%-) ist absolut konvergent =
k=2 k 1=2 k $3.2.9
> — konvergent & > — = > (2 —)=1
Ki=2 k Ki=2 Kk k=2 1= k



S3.2.9’ (1779) GroBer Umordnungssatz
(Originalfassung siehe unten ,Andere Formulierung")
Vor: J abzadhlbar unendliche Menge #von Indices#,

Abb in K jbaj: ZJ' a; absolut_konvergent,
. o \\
Menge J,, k€N ist Zerlegung von J_
N
N o0
Aussage: © Z a; absolut konvergent 00\%‘ a;=), (Z as)
AN k=1

JEJ jeJ,

Bew:® Sei J,, beliebige Abzdhlung = ZJ' |aj|st\Laj| SR> e
JEJS JE- Vor
® @ V endliche Jy setze entsprechende a;=0, so, dass J, abzahlbar

unendlich wird %Zq J=1{(kv):veN} = J=NxN = a,, statt a; =

JE€Jk v=l
Sei a—Z a—Z Ay, vy akIZ aj—Z Ax,vr b—Z ax , b=av
jeJ feov =1 JEJ v=l k=0
(.)3 m(n):b-Y al<— Y m>m(n). oBdA m(n) T
k=0
m(n) u 1
(oOF um Y (a) aw) |<; V u=u(n). oBdA u(n) T
k=1 v=l
m(n) m(n) u m(n) m(n) u 2
(und(..) #1b-2 a+ Y (&) aw) [<Ib=3 al+] Y (a) aw) <=
k=0 k=l v=l k=0 k=l v=l n

= b- % ¥ a,l<= V neN?222>
k=l v=) n
m(n) u(n)
aw sind Partialsummen einer speziellen Abziahlung von J=NxN
k=1 v=0
= m (n) u (n)

- aw — a = a=b
Vor: Z a, absolut konvergent = unbedingt konvergent = Zakv —=a unbedingt konvergent kv :‘J
= kveN k=1 v=0 e
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And

Bew:

ere Formulierung:
Sei J eine abzahlbar unendliche Menge und seien J,, k€N,
eine Zerlegung von J. Sei ferner jbaj; eine Abb von J in K, so, dass

/
Z: a; absolut konvergent (25 |aj|§an.
JEJ

JEJ
/
Dann konvergieren auch alle (*)%9 as, JE€Jx absolut und es gilt
e

Zajj

/ JEJ -1 ]EJk
er 2
(*)Die absolute Konvergenz der & aj folgt, da (bei einer Dbeliebigen
y JEJy
. - / . . .
Wahl einer Abzahlung von Jix) die Partialsummen von 2: la;| niemals
/ JET,
. y . /.
groBer als < lay | seln/konnen.
/
/

(**)Falls einige der/Mengen Jy, endlich sind, kénnen wir sie vergrobBern
und die entsprechenden a;=0 setzen. Deshalb sei fur den Beweis
angenommen, dab alle J, abzahlbar unendlich sind und dann k&énnen wir
oBdA annehmen, da&/Jy={(k,v):v€N}, also J=NxN ist. Wir schreiben dann

besser ay,v statt ,/a; sodaB auf der linken Seite von (**) eine
/

Doppelreihe stﬁ(hp, wahrend 2 a;= Z a,v ist.

/ / €% v=l

Sei a—ZJ' 372 Ax,vr ak—Z a—Z ax,v, b= Z ax gesetzt, dann ist zu

k, vVEN €J, €N
/ J v k=0

zeligen, dass b=a ist. Dazu sei ein neN betrachtet. Dann gilt

|b_2§ ax|<l/n, wenn nur m groB genug ist und wir wahlen ein m(n)aus.

k=0
ObdA konnen wir dieses m(n) als streng monoton wachsend annehmen.
m(n) u
Weiter gilt IZS (ak—zs ax,v) |<1/n, wenn nur w geniigend grof ist und
k=1 v=l

wir wahlen wieder ein u(n) aus, und zwar ebenfalls streng monoton
wachsend. Somit folgt

mn
k=1

m(n)  u m(n) m(n)

J=1b- Z ak+2 Ay~ Z Z ax,v| =|b- Z ak|+|Z ax— Z Z Ay, v

<2/n

(n)

=

v

a,|<2/n YV neN.

k=1 wv=1
Die rechtsstehenden Summen sind aber gewisse Partialsummen einer
speziellen Abzdhlung der Elemente von J=NxN und deshalb folgt aus der

unbedingten Konvergenz von a= 25 ay,v, dass diese Summen fiir n—ow gegen
k, veN

a streben mussen. Daraus folgt aber a=b.
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Bem:1.)Es darf S=xow gesetzt werden.

2.)Ist eine Doppelsumme 25 a,, absolut konvergent, dann darf
k=1 )

die Summationsreihenfolge vertauscht werden.

S3.2.10(1781) Vertauschung von Grenzwerten
Vor:Seien Zahlen a,€K V n,k>0 gegeben, derart dass folgendes
gilt:

a)3 b.eR., fir die gilt: |am| <b. V¥ n,k=0, ) by<x.
k=0

b) Fir jedes feste k=0 ist die Folge (aw) [
Grenzwert sei mit ay bezeichnet.

_, konvergent und der

Aussage: © Z -, fiir jedes n=0, und Z .absolut konvergent und es gilt
k=0

k=0
eo LnY EES H.
k=0 k=0
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) “_,, (w,) *_,cC, b,>0, neN,.//

//2.)Majkrit |z,|<b, V n>n, und gg'bn konvergent = 25'|Zn| konvergent//
n=t n=0

//83.1.2 (1602)Vor: (z,) < C und Z z, konvergent.//

v=0

0 m
.. , - Z z m— o
//5.)Fiir den Reihenrest Ry:= ] ZVZ(VZ_; v —Z_; v) 570, meN,,
v=m+1 ;r—/ N
Sy, — S =S,

// gilt limpg —p
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) *_,, (w.) _,<C, b,=0, n€N,.//

//2.)Majkrit |z,|<b, V n>n, und gg'bn konvergent = lg'lznl konvergent//
n=9 n=0

//83.1.2 (1602)Vor: (z,)<cC und > z, konvergent.//

v=)

< Z m— oo B 1
//5.)Fiir den Reihenrest R,:= > ZV:(Z Zv —Z_ vV)"370, meN,, gilt Ilnill} R,=0/
\—ﬁF_J

v=m+1
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= - k=0
Ao do1 do2 B om Aok
aio a1l a1z Aim A1k
o0
] k=0 =2
ano An Ana. .. Bnrennde Arges
/'~
/S
a ~
n_’k ank—l ankzm ank ----- ,.L/. \\
=0 re - - -~ - """ =--—=- I
I/ )
L/ 1im '
n— oo n— oo n— oo n— oo V4 . 1im Z
. . . L Lim
/7 k =0 |
: \ / ) |
“r “t iy ar...,/.. 22 A |
=0 : e} = \\ . " |
\ / | 7 |

sind Bedingungen, rot und grmn Aussagen //

® J|ayl <by I laxl <by, VY k20 \\_ﬂ Z B und Z ay

n— oo S3‘222)

N konvergleren absolut.
\

® @ Geg. €>0 und meN so groB, dass Re;henrest Z: > E >
\ = kKs3.125)
kZ;(ank- ak)sko I+ (lam!+laxl \<Z(ak—ak) = k
= = k=m \ _nmm g

<2€
Der 2. Term auf der rechten Seite ist héchstens gleich 2 €&

. .. AN
und zwar fiur alle n=0, wahrend der 1. Term eine Summe von
endlich vielen Nullfolgen (fliir n—w), also selber eine
Nullfolge ist. Deshalb gibt es ein N derart, daB fir alle
n>N die rechte Seite kleiner als 3 € ausfallt. Daher mub
auch die linke Seite fiir n—ow eine Nullfolge sein.

Als eine Anwendung S3.2.10 beweisen wir folgende Reihendarstellung fir die
Expotentialfunktion einer reellen Veranderlichen.

D3.2.5(1782) Expotentialfunktion fir komplexe Zahlen:

exp ( 25 z*/k! ¥V zeC.
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S3.2.11 (1783)Expotentialreihe

® Die Reihe Z z"/k! ist fir alle z€C absolut konvergent.
k=0

0 VYV 7cR gilt weiter Z zk/k_!:exp(z):lim (l1+z/n)*

=0 n— o

//83.2.2 (1700)V0r:(zn)::0C?C, neN,.//

//5.)Quotientenkriterium z,#0 V n>n, und J 0<g<l mit//

// <g V n>n,>n, = Z | z,p| <c0. |=2*4| >1 V n>n, = Z | z,| =00/ /
n=0

n=>0
//81.7.4 (906) aeC ' n,m,kEN,, jEN://

Zn+l

z

n n

//6.)V z€ C " nENy:(1+z)"=] () z°//

k=9 /
//83.2.10(1790)Seien Zahlen ankEK V n, k>0 gegeben, derart daB folgendes//
// gilt: // /

/ 0
//  a)d bEeR,, fir die gilt:]laml <b. V n,k20, D bi<co.//
/ / =
n =0

// b) Fiir jedes feste k=0 %st d;ke Folge (am) ™ /kjg}]vergent und der//
Ve

// Grenzwert sel mit aj bezeachnet // s //,

// Dann sind* Z . fury Jédes n=0, und,z( ./c/zbbolut konvergent und es gilt

k=0 7 x=0 /

s / I
s / I
// ex lim ¥ anﬂ,Z 8.,/ /o
k=0 =0 d // II
sy ’ 0 / .
Bew: 1251 |= | /1,/ EANN 1 = Z z*/k!/absolut konvergent.
A B Y P F
/ o / \
o0 Sel (1+z/npj" 2: an mit a,=0 fur k>m bzw \
\ / k=0 \
N4 // \ <1
— o) re) z8 n(n-1)..(n- k+1) /Zk*1*(1 1‘3 a k+1)
s = x — - — - <k <n)=
aﬂks1;4§6 (kJ [;q k! n ™ k! RN (0 <k <n)
/ N <1 / 4}"\1
/ N v oo\
/ S " \

|am | <12*[ /X! (=by) und d%e Reihe Z b= 1z"|/k! konvergiert absolut.

k=0 k=0
AuBerdem ist ak—llman —Zk/}\ fur jedes feste keN,.
Deshalb folgt deeh aus S3\2 10

Z ak_Z z*/k! »w: llmZ ak:llm(l"'z/n)

S§$3.2.12(1783) 1Ist Z a, absolut konvergent, so sind es auch die Reihen

n =0

0 o0 0 o0 0
Z as, und Z ams und es gilt Z an=2 a2n+2 Aonil -
= = =0 =0 =0

Bew:53.2.9" bzw S$3.2.9 mit J,={2n:n=0}, J,={2n+l1l: n=0} und J,=@ sonst.
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D3.2.6(1784)Fir Reihen Z a, und Z by in K heiBt die Reihe Z Cx

k=0 k=0 k=0

k k
ck=2 ak_jbj=Z bysa; V k>0 das Cauchy-Produkt der
3=0
Ausgangsreihen.
Bsp: k=4
j k O 1 2 3 4

3=0

0 aob4
~
~
N
1 a1b3 ~
\\\\\ \\
2 b, Tm——— T =<2
__:\=\ 4
T T 0422 ax-305
- _ - =0
- — J
- -~
-~
3 a3b1 ////
-~
//
_ -
_ -
4 a4bo

S3.2.13(1784) Cauchy-Produktsatz

0

2

n =0

Vor:Seien (z.), (w,)<C und 3 |z.|<© abs konv,

n =0

Beh:0rdnet man alle Produkte zswy, j,k€N, in einer Folge

(Py) —ocan #wie z.B unten nach 2.)#, so gilt

1) Y 1Pd=(> 1z (X Iwl) und Y P=(> z) (> w)
£=0 3=0 k=0 £=0 3=0 k=0
2.)Speziell gilt
D (D zw)= M 3z (X wa =3 z) (> W
n=0 3=0 3=0 k=0 J=0 k=0
ZoWq >20W1 ZoW2 ZoW3 ¢ o0 e oo
Z1Wgq L/lelqﬂ/\]Q Z21‘/\73 .......
7~ —
ZoWo oW1 ZoWo  ZoWs
4/

Gilt nicht, 25 Z5,
3=0

k=0

1784
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Andere Formulierung:

0

Vor: (z,), (w,) < C und Y |z.l<®©, Y |w,|<o.

n =0

0
k 0
Beh: Dann ist mit Cf:Z: zwWyv, KEN, die unendliche Reihe 25 Cx
v =0 k =0
absolut konvergent und es gilt: Y c,=(3 2z (Y w)
k =0 v =0 u =0

//82.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)//
//Vor:Sei (a,) cR monoton und beschrinkt//

//Beh:3 lim a4 //

//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Koérper und a,beK//
// Beh:1.)|al=]|-al

// 6.)latb| <|al+|b| (Dreiecksungleichung)//
//(900) Idenditéten: 9. )Z Z A= Z S
=1 u=l v=u

# Zunadchst eigener Versuch, da mir der aufgezeichnte Bew nicht
# verstadndlich ist

n

n k k n k o
$Bew:Es gilt Y lcyl=)Y |Z 2] = X 1zl Y dwl <Yzl Y lwl <
k=0 v=0 k =0

k=0 k=0 v =0 SE2.1 35
# D Izvlzf |w¢|<w = |ck|l ist absolut konvergent und es gilt:
v =0 §2.2.2 o
2n 2n 0 )
# IZ Z Zy Wiy = Z\\\Z\Z Wy | | Zy W= D, Zv ), Wul=
v v =0 \ \1 Idendltalen v =0 k =v v =0 n=0
n 2n-v+1 \ 2n-v+1 7 o o 7 o )
#o1m2 a2 e E NP > - X -3 2 X wl=
v=l —2n v—)a+l \14:1 v=0 wu=2n+1 v =n+1 u=n v=n+1 wu=n-+1
n 2n-v+1 \ 2n- >+1 o n oo oo
# |Z Zy 2, Wyt 2, \Zv 2, \Wu+2 Z + 2, Z + E Zy Z Wu|S
v=l u=2n v=n+1 \ wu=n+1 v =2n+1 u=0 v=n+1 wu=n-+1
n 2n-v+1 \ 2n-v+1 \ o - n
\
#3 dzl D vl Z;’ B |w»|+Z 2l X 1D I+
v=l wu=2n v=n+1 \  u=n \ V=0 u=2n+1 v =2n+1 u=0
\ \ oo o
4 \ N > lzl 2wyl
\ \ v=n+1 wu=n-+1
n 2n-v+1 2n\\ 2n-v+1 \\
# D oz X dwd, X 1zl > lwdsendlich viele Summanden mit
v=l wu=2n v=n+1 wu=n \\
N\
H
|Zv|/|wu| -~ 0 N
n— oo
n oo =) 1 O O
_)
# PR EN IS SN EA S S END N R N EN S N A -
v=0 w=n+1 w=2n+1 u=0 v=n+1 wu=n+1 n—

# Reihenreste konvergenter Reihen
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#Bsp:n=3

# kv 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ...,
# n= 0 ZoWo ZoWi  ZoWy ZoW3 ZoWyg ZoWs ZoWe ZoW; ZpWg
# 1 Z1Wo Z1Wy ZiWy Z3W3 Z1Wyg Z1Ws Z3We Z1W7; ZiWg
# 2 ZoWo ZoWi ZoWp ZoW3 ZoWg ZpWs ZoWe ZpWy ZpWg
# n= 3 Z3Wo Z3W; Z3Wy Z3W3 Z3Wy Z3Ws Z3Wg Z3W7; Z3Wg, .
# 4 ZaWo ZgWy ZaWy ZiW3 ZyWyg ZagWs ZyWe ZgW7 ZgWg
# 5 ZsWo ZsWi  ZsWp ZsWs3 ZsWg ZsWs ZsWg ZsWy ZsWg
#2n= 6 ZeWo ZeWi  ZegWp ZgW3 ZeWy ZegWs ZgWg ZegW7 ZgWg
# 7 ZaWo ZaWi o ZgWo ZoWs Z9Wg4 ZgWs Z7Wg Z9W7 ZgWg |
# . . . . . . . . . .
# . . . . . . . . . .
n n k - k n k o
Bew:Es gilt Y lcl=) 1) zwnl o Y 1zl 1w <Y lzvl Y Jw <
k=0 k=0 v =0 S1.2.1 05 k=0 =0 k=0
o0 o0 o0
25 Izvlzf |wy | <o 2 Z: |cy| ist absolut konvergent und es gilt:
v =0 k =0 §2.2.2 o9
2n k © 0 _ 2n 2n © 0
1y ) =Y z2Y wd I 20 ) Wem D Zv D W=
k=0 v =0 v =0 1 =0 Idenditdten v =0 K =y v =0 " =0
2n 2n-v n n 0 © @ © oo ©
F1Y 2 we ) 2) v Y 2 X w-X 2wt ) 2 s
v =0 wu=0 v =0 n =0 v=n+1 u =0 v =0 n=n+1 v=n+1 n=n+1
2n 2n-v n n «© S o © o o)
F1) 2 w=) 2 ) v X X w=X o X ol X0 X s
v =0 u=0 v =0 n =0 v=n+1 u=0 v =0 H=n+1 v=n+1 n=n+1
2n 2n-v n n © © 0 ©
Yy oS-y Yy -3 5 -3 3 ==
v =0 wu=0 v =0 n =0 v=n+1 u=0 v =0 n=n+1
o0 o0 0 o0
n— oo
(2 lzvl Y dwdd+Y lzvl XY lwl)*2770
v =n+1 1 =0 v =0 n=n+1

(Reihenrest konvergierender Reihe)
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Bsp:n=3

kv 0 1 2 3 4 5 6 7 8
| -
L
0 ZoWo ZoW1  ZoWp ZoWs [ZoWa ZoWs ZoWg ZoWj; ZoWg
1 Z1Wgo Z1W1q Z1Wy Z1W3 KWy Z1Ws Z1We Z1W7 Zi1Wg
2 ZoWo ZoWi  ZoWy ZoWs [ZigWa ZpWs ZpWe ZpW; ZoWg
n= 3 Z3Wp Z3W1 Z3Wy, Z3W3 z;qwi Z3Ws Z3Wg Z3W7; Z3Wg
4| zawo zows zawe zgws | ARG W A
5 ZsWo ZsWi  ZsWp ZsW3
2n= 6 ZeWo ZeW1 ZeWp ZeW3
T | 2o zowy  zow, zows [ S N W W
A4

Bem:1.)S3.2.12 2.) gilt nicht wenn Y =z,

absolut konvergieren.

n =0

1787
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Andere Formulierung frei nach Skript Uni Greifswald

Vor: i" und ), K" absolut konvergent,

n =0 eC n =0 eC
0 0 dn 0 0
-
Aussage: D, ziwW;=), . = z) (> wy)
i,j=0 n =0 ZZZ,»W,,_,» i=0 j=0
i=0

//2.)Cauchysche Abzdhlung//

(0 0) (0) (0 l)(Z) (0 2)(5) (0 3)(9)

m/ r/(zz) -,

(3, 0)“) (3 l)””
// Bijektive Abb f: N~ N mit £(0):=(0,0). Ist f(j)=(k,1) = //
f() rk-ll+Derk¢O.
(1 +1,0) fiirk =0
//Vor doppelreihensatz Uni Greifswald siehe oben: //
//z;5;€C; _]_,jGN f: N> NxN bijektiv, T KER V endliche Mc NxN: Z | z;5| <K.//

JEM
//S3.2. 2(1700)//

// /7

CC Beh:1.) Z | z,| konvergent = Z z, konvergent.//
n=0 n=0
//83.1. 2(\1 602) Rechenregeln und Konvergenzkriterien filir unendliche Reihen

//Vor: (zn‘)

//Vor: Seleen (zv), (wy) c C und Z ZV/Z w, konvergent.//

v= v=)

// 6. )I\‘st (ng) _, mit n,:=0, m<n., k€N, eine Teilfolge von //

n, ., -1
// (ﬂ)\n:o und setzt man Cy:= zx, VEN,, (zwischen n, und n...//

k=,
// gib\p es einige ny) so konvergiert die unendliche Reihe //
// Z q:v und es gilt Z Cv= Z Zy (d.h. in konvergenten Reihen//

v =0 v =0 k=0

// darf\\man beliebig Klammern setzen).//
Bew: Vor :>K\§=(Z Izil)(Z lws|) = d nyg: Mc{0,...,ne}x{0,...,np}:

< " M <= NxN endlich
\ i=0 j=0

\ ny ng
Z |zi‘wj|§(2 |w; ) (Z lzy]) <K = Z z;w;<oo und definiert =

(i, )EM \ 4 - S§3.2.2 (i, ))eEM
\ i=0 j=0

\ c.
3 KeR V MCNXN, M endlich: Z | 2/ |<K = Vor S$3.2.9 erfillt o2
G, j)HemM t=z, w, 53.2.9

_ZgW, | ZgW, +ZW, ZW, +zZwW, +Z,W
zwkch 00_|_01 Wo y 2oWa TEW T W,

konvergent .
i jﬂ) dy d, dy S$3.1.26)
S zw= Z dy & Z Dz, r Y (z X wy) T (Y oz (X wy)
i,j=0 k=0 S§3.2.9 o j=0 S53.2 i=0 j=0 S§3.2.9 i=0 i=0
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Andere Formulierung:
Bew:Wende S3.2.9 an auf zj=z;w,, J,kENy,

ZZ | 25 | = Z | 25 |Z L | < ( Z 1z;1) (> Iwel)=:MER == Beh
k=0

570 k=0 S53.2.9

Andere Formulierung

//D3.2.6(1784)Fur Reihen Z a, und Z b, in K heiBt die Reihe Z Cy mit
k =0 k=0 k =0
k k

// ci=) awsb:=) bysa; ¥ k=0 das Cauchy-Produkt der//

=0 =0

// Ausgangsreihen.//

Sind die Reihen Z a, und Z by beide absolut konvergent

k=0 k=0

und gilt D3.2.6, so folgt die absolute Konvergenz von Z cy und es gilt

k=0
Y c=() an ()
k=0 k=0 k =0

o0 N o0 o0
Bew:Die Doppelreihe Y a.b, ist wegen 2 lab.l <(Y la.l) (Y Ib.l)
A V\ n, m =0 n, m =0 n=0 m =0

absolut MOnvergent Wendet man den groBen Umordnungssatz# (bzw $3.2.9)
auf die M@ngen Jk—T(\er €NxN:n+m=k} an, so sieht man,

‘ ~
dass der Wert der Doppelreihe gleich Z Cx 1st. Andererseits

\ k=0

folgt fur J,={(k,m):meN} dass der Wert auch gleich dem Produkt der

Reihen j ax und Z by ist.

k=0 k=0

//83.1.4 (1605) Vor: (a,) CR,an\O(n—»oo) A

//Beh:Z (-1)"a,=ap—-a;+a,-as+-... ist konvergent. //
n=9
Bsp:1l.)a,=b,= -1 1 VY neN, 53:3 Z konvergent.
n + n=o

n
n j 1

Zabnj ZFW (—1)nj2:(:\/j+l\/n-j+l,

geht nicht gegen 0

n n+1 + 1 . n
=] = asb,.;s dive nt
S G TEAIEIIT T Beg
2.)zeC, |z|<1, —————;S'ZIH 25 25 z*
-z =
Z(Zajbn_j) Z Zzz“3=2 ZZZJ]#Z Zl Z (n+l) z
n=0 J=0 n=0 =0 n=0 3=0 n=0
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0

3.)® sin x*sin x’'=- Z

xt(x")*t V¥V x,x‘eR.

i (Zk

k:l 2k, 1=0 I
0 k 2k+1 0 I(X,)2l+l
. .o y Sy X
St ETSIn = ,Zg 2k+1)' ”,;; Dannr)
a, b,
© n 21+1 r \2(-D)+1 © 2n+1 m,__2(n+1)-m
11 _1 n—](X ) = _1 n X (X) =
,Z:‘) Z(:) = )(2l+1)' -1 (2(n=2)+1)! - ,g; - n;l m!(2(n+1)-m)!

21+1=m...ungerade
Nebenrechnung:2 (n-1)+1=2n-21—-1 +2=2n-m+2=2 (n+1) -
N —
—m

2n—1 n 2n—1

0 Xm(X.)Zn—rn 0 2n
_1 n-1 1 1) 2n-1
Z (-1 z m!(2n- m)' - Z‘ (2n)' - [ =)
n=1 m—1,mungerade I=1, lungerade
® ® (Cos (x+x')=cos x‘*cos xX- sinx*sin x©
SINC 2
® 00 (0S5 x*cos x'= z e Z Mo xt(xv)y2t,
n=0 (21]) 1=0,l1gerade l
(1)n 2n 2
®© @000 COS X*cos x'-sin x‘*sin x—z o Z n xt(xV)t=
im0 (20! 5 [ 5

z EZI))' (x+x’)?"=cos (x+x")
n=0

sin(x+x’")=sin x*cos x’+cos x*sin x’
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