S4.3.5 (2450)
Vor: Die PR f( Z a.(z-2,)" habe KR R>0.

Aussage:f(z) ist stetlg in jedem Punkt Ugz(zo) .

Ausarbeitung in Ahnlehnung an Protokolle usw, Skizze Seite 2451
//83.5.7 (2053)//

//Vor:Die PR Z an(z-z,)" habe KR R>0. Sei zo mit |zy—-z0 |=r<R//
n=0

// fest gewdhlt.//

//Beh:V zeC mit |z,—zo |<\R—r gilt Z an(z-2zy)" :Z by (z-z0)",//
n=0 k=0

N

© N
// wobei V k&€ N, bk:=Z(;>aw£ZS - z,)""" absolut konvergiert

v =k AN e
N 7
. T NG “1
// Ferner gilt R=l/%}g} y/la.| wobei X ::OS’/; :=0
n A —_
1firn =0
+1- k AN
//D1.7.1(905) 2.)(i):=!}xa VZ ol - iL o - n+1)r1€N' oeC
D*/ \Il! '
0 // \\
Bew:f(z)=) (a.) (z-20)" .7 AN
00 /// \\
N
S3.5.7 , /// N
5 N
%r—/ s * *
Unentws k=0 /bk/(z—zo ), absolut konvergent V |z-zo0 |[<R-r:=A, r<R
//oo - D1.7.1 -
B=) (¥ a(zo-z)"), b= (E) av( 20-20)""=3 a,(z0-z))"=f(z0
v=k / v=0 H;Jl v=0 ///

/ -

7 _ -

= Flur p<A: Z | by £ (Z Ibklp konverger}t///

k =0 >/ k =0 ~§§>_
0 _—

= 3 5:=) Ibklp/1 fir p<A _da auch hler R = T/‘lﬂnj/ =A
k=1 -
/ e

—
—
* * 0 *

= [f(z)- = Z (z=z0)*bo(z-20)°=| 3 by(z-z0)*|=

—f(zO) - =

* *

|(z—20)kZ_1' by(z-z0 )| <|z-zo0 |*S flr |z-zo |<p

* * E

= V e>0 3 >0 mit |f(z)-f(z©0)|<|z-z0 |*S<ge="g *S V z€D & |z- ZO |<6< <p<A

S
= Aussage
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//D4.3.1(2400)

//f: ROD—=R heiBt stetig im Punkt x,€D

//:e VY e>0 F 6>0 mit |f(x)-f(x) |<e V €D mit |x-x0]<9.

// f heilt stetig auf AcD:e f ist in jedem x,€A stetig.

Andere Formulierung aus Protokollen:
//83.5.7(2053)//

//Vor:Die PR Z an,(z-z,)" habe KR R>0. Sei z0 mit |z,-z0 |= r<R//
n=0

// fest gewdhlt.//
//Beh:Vze C mit |z,~zo0 |<R-r gilt Z an(z-zo)" :Z by(z=-zo0)",//
n=0 k=0

// wobei V k&N,, bk:=2(;)av(28 - z)""" absolut konvergiert//
v =k
(z0-20)° =
o,

Bew:f (z)—f(zg)=f(z)- —_ =Y a,(z-z0)" ¥ z€U, (z,),
:Z(Zo‘zo)" n=l

£(z)-f(20)=(2-20) ) (an) (z-20)" " (abs Konvgt fiir |z-zol< £ <R)

Kreisr =p

n-1

2 el p
[ £(z)-£(20) [=12-20| 5 55— | 27201 Kes
konvergent
8 o0
| £(z)-f(20) |S|2-201kp<E&E VYV |2-20|<0=7— = f(z)ZZ a,(z—zy) "=
kp $3.5.7 <

2: b (z=zg)" V 2€Us(zy), | z5—20l=r>0 = £(z) ist stetig in z;
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Andere Formulierung (Bew) :
//83.5.7 (2053)//

//Vor:Die PR Y a,(z-z,)" habe KR R>0. Sei z©0 mit |z,-z0 |=r<rR//
n=0

// fest gewdhlt.//

//Beh: Vze C mit |z,-z0 |<R-r gilt Z an(z—z,)" :Z by(z-zo0)",//
n=0 k=0

// wobei V k€N,, k&::zg(;)aJZS- z,)"" " absolut konvergiert//

v =k
$3.5.7
2 — )
Bew:f(z)= .20 (ay) (z-zo)" Umentvs \ Ty by (z—z,)" mit

bk:Z (YY) ay(z,-20)v%, k€N, insbesondere by=f(z;) =

v=k
f(Z) - f(Zl) e 0 :)
?ZZ bk(Z—Zl)k_l=Z by (z=2z,)F s43.4

1 k=1 k=0

Bsp:Stetige Funktionen sind e*, sin z,cos z,sinh z,cosh z,
auf C, tan z V z€ C mit cos z#0,cot z V zeC mit sin z#0,

tanh z V z€ C mit cosh z#0, coth z V zeC mit sinh z#0,
alle rationalen Funktionen auf

C\[Nullstellen des Nennerpolynoms}, e* auf R, log x auf (0,),
x* auf (0,), a* auf R, sin x, cos x auf R, x*=e*?®9* guf (0,).

Bew:Polynome, €%, sin x.. sind Potenzreihen mit KR R=o0, sind

also nach S4.3.6 stetig auf C, sonst Folgerungen aus
S4.3.4 (f/qg)
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00

A4.3.18 Vor: Z (a,) (z—z9)" habe KR R>0 bzw. R=ow0.
n=0

Definiere f(z) :=Z (a,) (z=zg)" fir z€Ux(zq), falls R#¥©, bzw.
n=0
z€C, falls R=o.

Zeige, V zo0€&€Ux(z,) (falls R#w) bzw.

lim /()= /(z)

z0eC (falls R=o0): I _.: und gebe diesen Wert mit

:
z- z,

Hilfe der a,, n€eN, an.
//83.5.7(2053)

//Vor:Die PR Y a,(z-z,)" habe KR R>0.
n=0

//z0 mit | z,-z0 |= r<R fest gewdhlt.//

//Beh: Vze C mit |z,-zo |<R-r gilt Z an(z—z,)" :Z by(z-z0)",//
n=0 k=0

// wobei V ke N,, bk:=2(]:)av(28 - z)""" absolut konvergiert//

v =k

fzoy » TOSG) @b Xbz-2)" - by(z- %)
O BewS4.3.6 Seite 2450 7 - z; 7= Z; k=0

I

Los:

*
z- z,

D bu(z-z0) =3 by, (z-20)%=b; (z=20 )%+ Y Dby (z-z0)*=b+Y b, (z-z0) =
k=1 k=0 k= k=0

siehe *
o0 o0

X L= 3Gai- 2t 3 .

byt (z=20) k= Dy, (z—z0)k=" =0 b= =va va,(z 0 -z,) !

o0 *

Z vay( z0 -z,
v=0
* Nach S3.5.7 ist Z by(z-zo0)", konvergent, d.h. =:S und fir
k=0
* * & * * _) *
zZ—Z 0 : (z—zO)kZ:; by (z=20 ) k= (z—z0 ) *3—>0 fir (zo,~_z°).
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Losung andere Formulierung aus Protokollen:
//83.5.7(2053)

//Vor:Die PR Y a,(z-z,)" habe KR R>0. Sei z©0 mit |z,-z0 |= r<R//
n=0

// fest gewdhlt.//

//Beh: Vze C mit |z,-z0 |<R-r gilt Z an(z—z,)" :Z by(z-zo0)",//
n=0 k=0

// wobei V k€N,, bk::Z(l)av(ZS - z,)"" " absolut konvergiert//

v =k

Los: Z (z—20) f > b “mit by:= E (v )aV (z1—20) ™ V keEN,
n=0 §3.5.7 k=0
fiz) - f(z,) &
insbesondere by=f(z;) = —1=Z by(z-2z1) Z by (z=271) © Hﬂ
Z - Z k=l k— o0

o0

b= va,(z,-z0)¥* flir (zo = zi).
v =0 k— oo

=D bui(z-z,)*ist stetig im Inneren des Kreises =

g(z) : g(z,)=b;

V— o0

A4.3.19 Zeige an Hand eines Bsp. a,=(-1)*: Es gibt Reihen Z ax, welche

k=0

nicht konvergieren, fiur die aber Z a,x* V x€(-1,1) konvergiert und
k=0

a=£}{n Z a,x* existiert. Man nennt die Zahl a auch den Wert der Reihe
k=0

0
ay 1m Sinne des Abelschen Summationsverfahrens.
k=0

o0

dazu: ) awx'=) (-x)'=1/(l+x) =J —1/2

k=0 k=0
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S4.3.6(2455) Identitadtsssatz fur Potenzreihen

1.)Vor: f(z)=2 ax(z-2z,)% zE€Ux(z) mit KR, R>0 gegeben.
k =0

Beh:FUr z,€Ux(z,): L1l £ (z)=f (z,)

z9 2,

#f(z,) konnte auch eine Sprungstelle (Sprungpunkt) sein, deshalb der Satz?

Bew:verwendete Satze (abgeklirzt)

//81.7.2 (903)a,bEC, nEN,: 2.) a™'-b"*'=(a-b) Y ab*//

k=0

//83.5.6(2050) Vor:Die PRen 25 an(z-z,)" und 25 b,(z-z,)" haben KR R bzw p//

n=0 n=0

// 1.)dann besitzen die ,differenzierte" Reihe 25 na,(z-zo,)**t //
n=l

al’l

// und die ,integrierte" Reihe 25

(z-z,)""! denselben KR R//
= @+

eigene Formulierungen eingearbeitet
Es gilt |z;—-z¢|=R-p<R mit pe (0,R).
Fir |z-z,|<p/2 ist |z-z,|<R-p/2<R, d.h. fiir diese z konvergiert

~
~

25 ay(z-z0) ¥ absolut. T~
k =0 \\\

S3.5.6 = Z: ka, (z-z,)*! absolut konvergent fur |z¥EET<R:Q/2<R =

k =0

> klayl IR-p/2|¥t=:k<0 (wird spater benutzt).

k =0

Zu ¢>0 definiere |z-2z,|<8:=min{p/2,¢e/x}, d.h. z auf jeden Fall im
Inneren des Kreises (siehe Skizze oben) um z; mit Radius p/2
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//81.7.2(903)

//Vor.Seien a,beC, neN,Beh: 2.) a“”—b“”=(a—b)2 afpr

k=0
k k
- (z- Zo) - (z- Zo)) —
1 £(z)-£(z1) I=12 a( ) | -
k=0 (== 20)= (22 X (2 20)" (21 ¥ S1.7.3
v=0

f ;

k =0
| ax ((2-2q) = (23720) ) (2=20)" ( Z1-29) 1V <
A
// ///
////// k-1
=7 % z-7 -
|22, | Z |ak||Z | vz 2 | k-1-v
k =0 IVZO <R-p/2 =R- p<R- p/2
|

|z—zlli’ |ak|lk(R—p/2)k'1=|z—zllK=min{p/2,8/K}*K<8 V z:|z-2,|<8,,
k=0

2.) Eindeutigkeitssatz flir Potenzreihen

Vor:f(z):=3 ac(z;z0)", cp(z):=2 b, (z-20) ¥ haben KR, R>0.
\

k=0

v . il
I
3 eine Folg\el(zn)CUR(zo)\ _HO /Inlt z/ Zo €Uz (2Z0) & f( ) =p(z,) V neN
EUR(Z()
Beh:a,=b, V kENO,und damit f( z}‘ z) V z€Ux (2) . //
Bew: 1.Fall z)=ko, \(z)#2 sidne Se,z_‘te 2458) e
\
I \ S43/61) / k
< a0
—72, £ ( QN z Z a(z—zy) " a’o Z_" kT =a,
’ z\/ n~>09 f O / \-ﬂl %—1
\ / 7 =0
7/
/@(Zi/w Zo) =by = a¢=b{...Induktion ......
Induktlonsvor av=by YV v=0,...,k,.

/
/Anfangsglleder von Z a,(z-zy)* weglassen andert
k=0
nichts a\Q Konvergenz.
\ k
* £ (z) 1=NE(2) =) av(z-20)") / (z-2) =
\ v=0
D av(z-zo)", |z-z0| <R,

v=k+1

k 0
Qe (2) :=(@(2) =), bu(z=20)" )/ (z2-20) "= Y by(z-20) 5", |z-20I<R,

v=0 v=k+1

QOrs1 (Z1) :=(f(zn)—2 by usw flir z, 2z, geschrieben ab * =

VvV =ap

axn=by1, by=a, V vé N, = @ (z)=£f(z) V |z-z,|<R
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#Eigene Formulierung: Induktion

//83.5.2(2001) Zu jeder Potenzreihe) a,(z-z,)* 3 genau eine Zahl R mit//

k =0
// 0<R<w, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der //
//  Eigenschaft://
// kZ=:J ag (Z_Zg)k{

konvergiert absolut Vz € Cmit |z- z,|<R

divergiert VzeCmit |z- z,|>R ,,

// Ferner gilt Rzl/%}{g /|la.| (Formel von Cauchy-Hadamard),//

// wobe 1 %::oo, %::0//

//84.3.5(2419) Identitdtsssatz flr Potenzreihen//

//1.)Vor: f(z):Z ar(z-z,)%, z€Ux(z,) mit KR, R>0 gegeben.//
e k =0

//Beh:Far 27€Us(zo) : L1IM £(z)=f(z))//

292

~

~o 54.3.6 1.) - Z 0*
#Bew:1.Fall z)=z,, 2y22o, f£(z.) — f(z0) =D, ax(z-2) —aw kT o=ay
~ Y— k=0
\\ N n— oo =0
N N
~ S4351.)
S o ,_,_.\\
# Q(zZ N — S ¢ (20) =by = ap=be=:1f,(2) =0, (2)
71— O AN
\\ N
ap SO \\
- 1-1=0 \\\\\
# 2) :=f ) - Za (z- z,)" = AN
ﬁ/_ __________ 1 \\\\
N
(Z— Zy) N
1 < < NN konvergentinU ,(z
# T av(z-zo)'=2 av(z-z0) " '=a (z-zp) tas (22 Fa & »(Z0) ,
(z-z,) = v=1 \ N §352
N -
\ P
# \,,—ga ,Rz-Rfe\K,l =1/1lim fla.
ap=b =TT N
(z )nachVor / NN \E\O \\\
Z B © n 00 . \
# ?_1 L (2= f(é,,) 2 Za (Z - Zp) :Z av(z - x )¥'=a; entsprecghend
E = v = n ?S‘ N
o / 1 - N
// // (Zn_ ZO) 0
f(z,) / 7
/ 7 by =ay
/s
/ / —f(z )nachVar -
/ x Z -
# asgl /7 @uimyE o) Zb (2,7 %) =Y b (5 -z)"'=b,
// - v =1 — 2y
17/ ////
et Goe )
# = a /Kééw bis (fx(z) und a,=by)
‘ k-1
=Y b,z z,)
v=0
/k 1
# = i} av(z—2o)
fJ(zT Za (z - z,)" (z Zo)k Z v
(z - z,)"

=§~ Ay (z-24) " konvergent in U ,(z,,
v

v =1 §3.5.2
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Zb (z,-29)"

f£(z)=2 ail(z-z;)*
| zZo~zy |<R-r aus 1.Fall =
A |ZO_ZS|<R_I

ak=bk \ ke No:> f(Z)zq,)(Z)
(Funktionen stimmen im kleinen

Kreis uUberein) =
¢(z)=f(z) V |zo—z] |<R-r; mit r;=|=z] -2z,|<r. Nac
z)=¢(z) Y z€Ug(z,)

vielen Schritten = a=b, V k€N, = £

2458

= —— k-1
> f,(z,) = v
‘ ! Z=Zn f(Zn)- Zav(zn - ZO) v =k N—
v0 1)
k
/(Z' Zy)
/ by Zay
’ =£(z,) ~
‘ oz 5 v_§ x -
# ngl //Cpk(zn)z/ (Z)l)’/ bV(Z“ ) ZO) :Z by (z,-20) z,— 2z, by
/ A =0 v =k L —
/ S ead . 1)
/ //// (Zn - ZQ)
= ak:}’//
#
k
ZZbV(z-zo)V
v=0
_ k+1-1 <
# frii(z): (z=2z¢)
: o /f(é) Za (z-z)" (Z- Zo)k+ szl
____________ k+1
(Z Zo)
" :iv A (z—2) V51 konvergent in U ,(z,,
v
v =k 5352
k
=Y b,(z,- 2)
/v:O
= 4 \ k-1 H~:
= —_— V-K—
# i1 (2Zy) Z‘;Z f(zn) - /Z' av(zn - ZO)V _Zk' . av (z,—2o) z,—zy QK+l
" /VZO Vs 1.)
7
/(z Zo)k+1
/ bV:aV
/ =f(z,) —
/ —= k- . 2 =
- - k-
# dsgl /@ (z) =02 )7 byl - 2 = 3 by (z0m20) L T b
/ _Z v=0 v =k T
~ .
// /// (Zn - ZO)kJrl
~
# = ak+1=/b/k{[/
‘/
* * =
2.Fall:z,#zo, 0<r=|zo—z,[I<R
$3.5.7
)=2 bil(z-—zy)*"




Andere Formulierung

k=0

i auf
=Z (z=2¢)* und gilt mit

sind Y aw(z-z0)%, KR R>0 und ) by(z-2z0)* PR mit KR R>0 und ist
k =0

dieser Kreisscheibe g(

z o €Ug(2zo) und mit einer Folge
z,—z 5 T (z,)

(zn) aus Ur(zo) \{z,} mit
=g (z,) so folgt

f(z) =g(z) auf Ux(zy) und a,=b,
Bew:Wir zeigen dies nur filr z3=zo (sonst Umentwicklung)
10
f(zn)=g(z.) = £(z)=g(20) d.h. ap=by=
f(z ) - f(z z ) - gz
f0) - flz,) & (z,) (z,) 9(z,) - 9lz,)
———==3Y a(z-z)*' = z. -z, = 2z - 2, Vn & awbs.
z = ZO k =1 ;,_/ L,__/ Ind
1.)=a, 1.)=b,
Bem: (.)Polynome sind spezielle Potenzreihen
(..)Koeffizientenvergleich Bsp (1+x)"(1+x)"=(1+x)?®"
(.)Gilt £(z,)=0 Y n z,2 =z, = f(z) =0
(...)Nullstellen von sin,

cos, sinh, cosh konnen sich in keinem Punkt
von C hiufen.

A4.3.20 Gegeben sei die rekursiv definierte Folge
Fibonacci-Zahlen

(an) 7_, der
a;:=1, a,:=1, an,=a..t+a,, neN. Zeige
)Die Fibonaccifolge (a,) nimmt ab n=2 streng zu & VYV n: a,./a,<2.
1Lds: (.)Beh:a,=1 V neN, insbesondere a,>0 V neN
Bew:Induktion nach n

(2.Fassung)
n=1l:a,=1>1

an-l + an-Z
n=2:a,=1>1 n>3: a,= % D >1+1>1
%{_J
(..)Beh:

tapi>a, v neN, n=2

= a.
Bew:a,; - a,+ !

>a, V neN, n=2 =
n>2 >0nach(.)

(...)

(man beachte a,#0 V neN nach (.)
Bew:
1.Fall: n=1, —=1/1=1<2
al
a3
2.Fall: n=2, —=2/1=2<2

a,
a ., a +a_, a +a
3.Fall: n=3, = —< ~=2
a, a, a

Bem:Wir haben sogar

<2 V neN\(2] gezeigt.
an
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b)f(z):=£S'am¢f‘konvergiert mindestens fur |z|<1/2.
n=0

// 83.2.2(1700) 5) Vor:z,#0 V n=n,, neN und I 0<g<l1

Z o0
//5a)Beh: @ —rli<g<l V n=n,>n, = 251|2n|<®-
Zn n==0
.. . b, . a, <
Lés:Sei b,=ay,z"” = [/ =—"*2 17| =2|z|<1 V¥ neN falls
bn a, . a)

533_.‘25.) © b

|z|<1/2 fest, beliebig = 25' ' konvergiert fur

n
QuotKrit n=—9 an+12

|z|<1/2
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1

c)Fir |z|<1/2 ist f(z)-zf(z)-z?f(z)=1, also f(z)=—47————I.
7o+ 7z -

Los:f(z)[l-z-z%|]=f(z)-zf(z)-2°f(z)=
- Z an+1zn+l Z a.n"-lzn+2

E an+lzn—n20 —n=0
n=o < c
=a,z+ Z a,z" :Z a,.qz"
n=2 n=2

0 a2Z = alz
+

(o)
zalz _I_\-,,; E (an+1 an an-l) anl =
= —_— I =0 nach Re kursion
=0
1 ..
f(z)=————— fur |z|<1/2
2
z7+z-1

Man beachte:z?+z-1#0 fir |z|<1/2, denn fur z?+z-1#0:
0=f (z)[1-z-z%]....Widerspruch zu f(z)[l-z-z%]=1

2
d)# z242-1=0 = Zu:—bi\/b - 4ac _-1%1+4 _-1=+4/5

2b 2 2

x1r=;Li—£§ und x2r=;l€;i§ sind Nullstellen des Polynoms
z’+z-1, und mit ihnen gilt:

1 1
f(z)=l/\/§(Z - ) fir |z|<1/2.

- X, z - X

LOs:x,,X, sind Nullstellen von z?-z-1, denn
- %) &- %)

224z-1= z24z+(1/2)2-1/4-1=(2+1/2)2- (/5 /2) %=

7- (% +%))2+ XX,

1 1

= —
Identét?Polynome X1+X2=—1 ’ XlXZ:_l = l/ ’\/g ( zZ - X, - Z = X ) B
X, = X
z- % - @Z-x,) 22 1 1 1
1/ - = = =f(z) V |z|<1/2
\/g (Z - XZ) (Z - Xl) i (Z - Xl) (Z - X2) Z2 +z-1 ( ) I I
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© 1 1 o
e) Fir |z|<1/2 ist f( 25 (;;:;—;;;T)zn=1/\ﬁ§gg'(—1)“ x5 =) zn,
=0 =0

1 2

// 83.2.2(1700) 5) Vor:z,#0 V n=n,, neN und I 0<g<l1

Zn +1

//b5a)Beh: @ <g<l V n=n;=n, = 25'|zn|<w.

n=>0

//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//
//Vor: (z,) konvergent mit z," "z, z,z,€C.//

zZ

n

n 1
//Beh:13.)Flr 25:2: z", Nn€N, mit z€U,(0) gilt z, = 1. ,, geom Reihe//
k=0 Wﬁw A
1 1 = 1 * 1
— < .. <
LSS : ——= z, & = "= " f =
oS z-x - x(- ;) s212 - X nZ:'O x; z HZ:'O x! 2" thr|z] §3325) %]
1
Anal 1 ji 1 i <
n = _ n = .
atog - x, = x;+lz urlz| 53;2&)|X2'
| 1 511 2
f = = — n =
) PRYAVEN z—x, z—X, ) =1/ 45 n; (xqﬂ xa*t S
xlxz—fl
¥ Et)g+1 n+l _ _nﬂ ——— Y ——_——————— T T T
Z n_z an+1Z V |Z|<1/2
n=0 v5
//S4.3.7(2453) Identltatsssatz fiir Potenzreihen
// 2.) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen
e ¥
//Vor:f(z)r=§: ax(z-z,)%, ¢(z)r=§: by (z-z,)* haben KR, R>0.
k=0 k=0
// d eine Folge (z,)CUx(2) \/ZO*/ mit z, 2 ZB EUx(z9) & f(z,)=@(z,) V neN
n->oo

//Beh:a,=b, V k€N, und damit f(z)=@(z) V z€Ux(z,).
Mit dem Idenditatssatz flir Potenzreihen (S4.3.7 )

folgt
die explizite Formel der Fibonaccizahlen:
e =[5 (105"
a=1/45 (1) (x5 - x])=1/ 5 [| =>| -|=5>| ] ¥ neN
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