Einige Elemente der Kombinatorik

//D0.1.1(3) (aus Analysis 1 PO1)

//Zusammenfassung M, von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten
//unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von M
//genannt werden, zu einem Ganzen.

//Bem:bestimmt — flir jedes Objekt muss entscheidbar sein, ob es
// zur Menge gehort oder nicht
// wohlunterschieden— jedes Objekt kommt hdéchstens 1x in M vor

//Obige Definition ist unbefriedigend, wird aber im folgenden benutzt,
//da eine genauere axiomatische Begrindung der Mengenlehre den Rahmen
/sprengen wirde.

//Bez:x€EM & Objekt x ist Element von M

// XZ€M < Objekt x ist kein (nicht)Element von M.
// Niemals gilt MeM

// M={x,y,2...}e xXEM, yEM z€E€M...

// Reihenfolge in {} kann beliebig gedndert werden.
// IM|=Anzahl der Elemente in M (Bsp: |{1,4,8}]|=3)
//D0.1.3(3)

//1.)Die Menge, die keine Elemente enthdlt, heilt leere Menge ©
//D0.1.4 (4)

//Seien M;,M, Mengen, dann heiBt

1.)MAJM2F%X|XEM1 oder XEMJ die Vereinigung von M; und M,
//2.)MNM, :={x|x€EM; und x€M,] der Durchschnitt von M, und M,

DK1
a) Ein Tupel ist eine geordnete Zusammenfassung von Objekten
(Bez: [ki,ky,u., ka]l) mit
[ki, kopue, kal=10l,lz, e, ] © m=n und k;=l V i€{1,2,..,n}
und k=k,, fir beliebig viele I, m&€{1,2,..,n}
(oder auch keine I,me{l,2,..,n})
Bem: [ky, ko] # [ky, kil
[ki, ko, ki, kiyo, ko] moglich aber [ki, ko, ki, ki, , kol # ke, ki, ko Kyyone, kil

DK2 (a,,d,,..a, wobei
a,<da,<da,,...<a, sowie a#a, V I,me{l,2,...,n} gilt und
a,<a, a; vor a,... bedeutet
heiBlt geordnete Menge.



Zunachst Beispiel zu SK1 Abzahltheorem
Zahlen von 000-999...10*10*10=1000

Allgemeiner

Belegungen:

Sei N;={ n11 , ;. nln };

Bsp: N,={ 1, 7O}

No={ n21 ’ .r n1v2 }i
Bsp: N,={ 1, 3}
Nkz{ nkl ’ (N4 nkvk } 7

Bsp: N;={ 1, 2}

Belegung Prinzip B: n, , n, |

[ n12 , n23 n31 1=12,3,1] oder auch [ n14 , n23 n32

Alle Moglichkeiten:
n11 1 n21 n31 1 n11 1 n21 1 n32
n12 2 n21 n31 1 n12 2 n21 1 n32
n13 3 n21 n31 1 n13 3 n21 1 n32
n14 4 n21 n31 1 n14 4 n21 1 n32
n15 5 n21 ng1 1 rl15 5 n21 1 1’132
n11 1 n22 n31 1 n11 1 n22 2 n32
n12 2 n22 n31 1 n12 2 n22 2 n32
n13 3 n22 n31 1 n13 3 n22 2 n32
n14 4 n22 n31 1 n14 4 n22 2 n32
n15 5 n22 n31 1 n15 5 n22 2 n32
n11 1 n23 n31 1 n11 1 n23 3 n32
n12 2 n23 n31 1 n12 2 n23 3 n32
n13 3 n23 n?’1 1 n13 3 n23 3 n32
n, 4 M |1 M, 4 My, 3 M,
n15 5 n23 n31 1 n15 5 n23 3 n32
5x3 X2 =30 Belegungen




SKO.1l Abzahltheorem
Vor: N;={ n,
1

N,={ n , n22 ey My };

2,
Ny={ nkl ’ nkz ’ nkvk s
Belegungen B;: [ n, 1,1 n, Ty [ np ] Vv, Belegungen
1 2 "1
Bz [ n11 ’ n21 ] ’ [ n11 ’ nzvz
[ Tl12 ’ n21 ] ’ - n12 ’ nzvz
[ n1V1 , n21 1, . [ n1V1 ’ n2vz ] vi*v, Belegungen
usw
Aussage: By: vi*v, *, ..., *vy Belegungen

Bew: IA k=1: B; hat v; Belegungen, Struktur [b;:]
k=2: B, hat vi*v, Belegungen, Struktur [b,b;]

IH k : By hat vi*v, *, ..., *v, Belegungen,
Struktur [b;€N;Db,EN, , ...DbENy]

IS k+1: Struktur [bi;€N; ,b»€N, ,...bEN,]
Aus Jjeder der Vi*V, *,...,*Vy Bestandteilen der Belegung By
mit [b,€N; ,b,€EN, ,...byEN,] entstehen Bestandteile
der Belegung By;; mit [b;€N; ,b,EN; , .., by, by 1ENy;] d.h.

Vi*V, *, ..., *v, mal [b;EN; ,b,EN, ,.., by, bk+11 ]
Vi*V, *, ..., *v, mal [b,EN; ,b,EN, , .., Dby, bk+12 ]
Vi*V, *, ..., *vy,mal [b,€N; ,b,EN, , .., Dby, bk+1v 1=
Biir hat (Vi) *vi*ve *, 0oL, *Vy gélegungen



SK0.2 Additionsprinzip

Vor: M,N endliche Mengen, MNN=@
Aussage: |[MNN|=|M|+|N|

Bew: D0.1.4 1.)

//D0.1.7(5)

//Sind M; und M, Mengen, so heift die Menge M;xM, :=((x,y)| x€M, und yE€M,| das
//kartesische Produkt von M; mit M, (=Menge aller geordneten Paare (Xx,Vy)

//aus x€M,;, VEM,)
//Beachte:Bei den Paaren kommt es auf die Reihenfolge an. [a,b]#{b,a],
//ausser a=b '

//Allgemein:I]:A1=ApdbxmxAﬂ:={[al,agpu,an]IaiEAi,i:l,Z,m,n}

i=1

//Falls ein A;=0 = HA1=® !

i=1
I

//8ind alle A; gleich, ist das n-fache kartesische Produkt AF:= I]:A
! i=1

i

SKO0.3 Multiplikationsprinzip !
Vor: A,B endliche Mengen ’
Aussagen: e |AxXB|=|A|*|B] !
Bew: A={ai,as,..,an}, B={bi,b,,.., b} = |A|=m, |B|l=n !
lai, bi] [ai,b2]...[a:1,b,] !
laz, b1] [az,b2]...[az,b.] /

[@n, 1] [@n,02]...[an,b.] = Rechteckinhalt m*n=|A|*|B|
®e [AxBxC, ... |=|A[*|B|*|C|*.. /
Bew: |AXBxC, ... |=|A|*|BxCX, ... |=|A|*|B|*|Cx,...| :

Betrachtung: /
Sei A={ai,az,..,an} /
axh ={lay,ai], [a;, 2] ; [a1, ]
laz,a1], [az,@2] .. r L@z, an]
;
s lax,a1l, .. ///,%\
VRN
la ,a1], [a1,a2].. , a1, an] [ax, as,a2]
[az,a1], [az,a2]. , [az, am]' [
‘\//[ axr a5y an] ‘
I[ak;aj]l' . %\ /
I\
NS
[ans a1l [an, 2] .. ; [an,an] } i
Uusw !

AxAx,,,xA erzeugt nach Konstruktion alle (geordﬁeten) k elementigen
| S ——

kmal ,k<m

Tupel von A
Bew: 3 [bi,bs, ...b] mit {bi,b,, ...bx}c{a:,a,..,a}=A und
[bi,b,,...b]& AxAx...XA

kmal ,k<m
blEA = [bl]EA = bl,bzeA = [bl,bz]EAXA = [bl,b2,,bk]€ AxAx ... XA
kmal ,k<m



DK3 Eine Entnahme von k Objekten aus n Grundobjekten heilt Auswahl oder
Stichprobe, wobei k<n. Auswahlobjekte sind Bestandteile der Auswahlen

® DK3.1

Permutationen sind mdégliche Anordnungen der n Grundobjekte, d.h. k=n

(d.h. jede Anordnung hat eine individuelle Reihenfolge)

e DK3.1.1

Permutationen ohne Wiederholung: Objekte untereinander unterscheidbar
Bsp Grundobjekte: 1;2;3;4;5 (falsch 1;2;2;3;4)
eine Permutation davon: <1,3,4,5,2>

Andere Formulierungen:
# DK3.1,1' Permutationen ohne Wiederholungen (eigener Versuch)

#Sei X={a;,a,,as.,ant,

#Abbildung &, : X—>X ist eine Permutation von X
bijektiv
#Eine Permutation von allen Permutationen, Index 1
#P;=<m; (a:) ,m:(az ), .. .7 (a,) > wobei
{al,az,ay,...,an} :) <ni(al)lni(a2)1--ni(an)> gllt'
7 bijektiv
#Bem: w(ai) €{ai,az,as.,an}t, w(az)€{ai, az,as.,ant,...0(as) €{ai, az, as..,an}
4Bey: a, a.... a,
7(a,) 7(ay)...7(a,)
# Frei nach Wikipedia {ai,a,,as..,an} j <m(a;),m(as),...m(a,)>
7 bijektiv
# DK3.1.1'' Jede Belegung einer geordneten Menge
# <m(a,),m(az),.,m(ay)>, 7T bijektiv,
J'c(a-l )/ﬂ:(aZ ) I---lﬂ:(ak )e{al raZI---l ak}:XI
# heist Permutation wvon X.

n
SK3.1.1 P={P;|lalle i}: |Py|=]]k =n!
k=1

# Es gibt n! Verschiedene Belegungen einer geordneten Menge
# <m(a;),m(a ),..,m(ax )> mit
# FElementen aus X={ai, a,,.., ax} wobei
w(a; ),m(as ),.,m(ax )EX, und T bijektiv ist.
#Bew: Induktion uber k:

# Fiir eine Permutation m€Py gibt es n(n-1)---(n-k+1) Mdglichkeiten die
# Menge {1,2,..,k} abzubilden.

# Fir k=n ergibt sich dann die Behauptung des Satzes.

#I.A.:Fir m(l) gibt es genau n Modglichkeiten.

# (Im Bsp oben m(l)=1 m53(1l)=2 7:s(1)=3.

# nur zum Uberdenken mit Hilfe des Bsp:

# Fir m(l),(2) gibt es genau n(n-2+1) Moglichkeiten.

# Siehe K1Anl 3*(3-2+1)=3*2=6 Mdglichkeiten. )

#I.H.:Fur eine Permutation mE€S, gibt es n(n-1)---(n-k+1) Moglichkeiten die
# Menge {1,2,..,k} abzubilden; anders ausgedrickt:

# Fir w(l),m(2),..nw(n) gibt es genau n(n-k+1) Moglichkeiten die

# Menge {1,2,..,k}. abzubilden

# (Anregung zur Vermutung siehe K1Anl)

#I.S.:Zu beweisen..Fir eine Permutation m€S, gibt es n(n-1)---(n—-(k+1)+1)
#

Moglichkeiten Menge {1,2,..,k,k+1} abzubilden; anders ausgedrickt:



Fir w(l),n(2),..m(k),t(k+1l) gibt es genau n(n-(k+1)+1) Moglichkeiten.
Bew:

Zur Hilfe Farbe rot siehe Anlage

Sei A={m(1),...,m(k)}. Dann gilt |A|=k, da m injektiv ist.

Das Bild m(k+1) wvon k+1 kann dann beliebig in {1,2,..,n}\A gewahlt
werden. Dafir gibt es dann n-k Mdglichkeiten.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es n--- (n-k+1l) Moglichkeiten die
Menge {1,2,..k} abzubilden, also gibt es dann n---(n-k+1) - (n—-(k+1)+1)
Moglichkeiten {1,2,..,k+1} abzubilden.

e oS e S e e e o e

e DK3.1.2
Permutationen mit Wiederholung: manche Objekte nicht untereinander
unterscheidbar
Bsp Grundobjekte: 1;2;3;3;4

Bsp einer Permutation dazu: <1,3,4,3,2>
Andere Formulierung:

# DK3.1.2' Jede Belegung einer geordneten Menge in Form eines Tupels

# [T(a;),m(az) yo, T (Any ), @la),x(a),..,m(a) ], 7T bijektiv,
kmal

# n(a,),m(as ) e, W (anx ), 7la),x(a),..,7(a) €E{a, ,az, . .,anx a,a,a,..,a },
k mal kmal

# (also k<n),

heist Permutation mit Wiederholung.

Beispiel fir eine mdgliche Permutation mit Wiederholung:
Objekte: k, k, k , 1, 2, 3, 4

i
#
# [m(k)=3,7(k)=2,7(k)=k,m(k)=k,mw(l)=1,m(2)=k,m(4)=4]=
# [3,2,k, k,1,k,4]

I
#SK3.1.2 Es gibt% Permutationen (Belegungen) mit Wiederholung zu

# {@i,az2/ ey 8nx, a,4a,...,a }
[ —
kmal

# Bew: Zunadchst Objekte ohne Wiederholung al,aZ2,..,an

Schreibweise: P bedeutet
(L2””V%L1mjn
# Pll 14 Plz 4 Plk’ 14 le 14 P22 14 sz, 14
# 13V1 ! l)VZ ! l)Vk!
# Sei P(l,Z,...,V)g =< .7[(1’2,”,1/)0 (al), ﬂ(l,Z,..,V)U (az) ;s ﬂ(l,Z,..,V)U (an)>;v,o€N
# ToxC{ai,az, ...,an} |Taxl=n-k, (n-k elementigqg)
# Tv={ai,as, ...,a,}\Toy (k elementigq)
# V a,€T., gelte 7”12,”vL, (ay) = jnllyqndp (ay) V o #p,
# PlQPMVJT =< Ty, v, (1) T12,0v,, (2) e 120, (k) >,
wobei 17, (C)ET, V t&€{1,2,...,k} 11111111
25V
# = 3 k! Permutationen P,, = =
SK1 ;_;AVA“‘*«_;_V‘_; 35y ey ()'Tk
3 k! Bilder P,, -—>_P =P =
# i 12,0V, L2V 2,0 o g
# SKl: 3 n!=P, Permutationen zu ai,as,..,an



# A k! Permutationen , P
L2,V ki
# (Bem: alle P, Sind verschieden)
# = v*kl=n! = v=n!/k!
# Seien a; , a ., ay €T A a; = q
1 2 k 1
# Puo,. v, = Pug,. v, == P
# Anzahl der Permutationen v=n!/k!
# Bem:a) Gibt es nicht nur eine,
# ki, ks ...,ks; identischen Objekten, so
n!
# -
k.!k,!,.. k!
# Sonderfall k identische Objekte,
!
# auch identisch, ergibt

k!(n:—k)!

sondern s Gruppen, mit jeweils

lautet die Formel

die restlichen n-k Elemente

Permutationen mit Widerholungen

Bsp: Grundobjekte G={ai,a,,as,as,as, as, a7, g, a9, d10, 11,212}, a:€G, i=1,2,..,12
werden auf 4 ,Behdalter“ verteilt.

In Behalter A

A,B,C,D seien die Mengen

(|AUBUCUD|=12) .

kommt 1

B kommen 2
C kommen 4
D kommen 5

Element von G

Elemente
Elemente
Elemente

der Zahlen in den

Wieviele | Verteilungen V|, sind mdglich,
wenn die Anordnung in den Behdltern keine Rolle spielt?
Los:Seien A,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,D Grundobjekte =

12!

1 K=——7—7—
1121415!

A,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,D
Konstruktion eines Tupels P, aus A,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,D durch
Abbildung der Elemente von G auf
Elemente von Py:

Fall: e a; geht
® a; geht
® a. geht

® a. geht

Verteilung V

an A =

an B =

an C =

an D =

[....

[....

[....

[....

A

[-)

ite Stelle

B

ite Stelle

C

ite Stelle

D

ite Stelle

von G
von G
von G
Behaltern und ANBNCND=@

SK 5 Bem

Permutationen P,, k€{l,2,..,K} mit Wiederholungen zu

..] usw fir i=1,2,..,12

= P, enthalt genau 1 Element von G in

2 Elemente von G in B,
4 Elemente von G in C und
5 Elemente von G in D
= P, ist eine Permutation mit Wiederholungen zu
A,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,D
Umgekehrt: Ist irgend eine P, gegeben, so liefert e eine

der A1y Az, a3, A4y, As, gy Ay, Agy Ay, A0y A11y 312 V l



= e Abbildung VY | v~ P,ist surjektiv
= ee Abbildung V | vi— P, ist injektiv, da V, #V, = P,_#V,
1 2 1 2
¢, = Abbildung V| v— P, ist injektiv =
12!

V=B = 0475

® DK3.2 Variationen von Objekten sind geordnete Stichproben k<n
e DK3.2.1 /,// .

Variationen ohne Wiederholung -~ / .

Bsp: Elemente der Grundobjekte- durfen in jeder Stichprobe nur
1x entnommen werden. Grundobjekte 1; 2 3 4;5 n=5,
Stichproben <1;3;5>#<5;1;3> / N

,falsche™ Stlchprobe 1;2;2
SK3.2.1 Vor: Grundobjekte ai, as, .., as; / R
geordnete Stichproben myt Je k Objekten\ i
Bez: ¢ fir alle Varlatlonen ohne Wlederholung oder auch
alle geordneten Stlchproben N
Aussage: d n(n-1)*(n-2)*...(n-k+1) Varlatlonen ohne Wiederhd;ung (VoW)
Bew: Induktion bei festem, beliebigem n von A<k=<n nach A+l
A=k=1: Grundobjekte ai,az,..,a,; n VoW: <a,>,<a,>,..,<a,>
A=k=2: Grundobjekte ai,az,..,an;
<ai,a;> <az,a;>... <ay,a;>

<ai, as> <a,,as>. <an,a>
i Anzahl n-2+1=n-1

<ai,a.>  <az an> .. <axan>

Gesamtzahl n* (n-2+1)

Anzghl n

A<k<n: n(n-1)*(n-2)*...(n-A+1) VoW
Bezeichnung der VoW: ¢,, v€{1l,2,...n(n-1)*(n-2)*...(n-A+1) }=
Ivi=1{1,2,...n(n=-1)*(n=-2)*...(n-A+1) } |=n(n-1)*(n-2)*... (n-A+1)
A+1<k<n: Zu beweisen Zahl der VoW n(n-1)*(n-2)*...(n-(A+1)+1)=

n(n-1)*(n-2)*...(n-A)

Sei <|)V::<avl ,av2 p”,awl>, eine VoW, wobei

{ a, ,a, ., 4, FU{ a, rerd, }={ai,az,..,ant = |{ a, —rerd, }I=n-A

V ¢y gilt: <a, ,a, ,..,a, ,a, > Y u= A+l,..,n sind n-A VoWs A-1
1

vy v, Vi

Gesamtzahl der VoWs, =|V|* (n-A)=n(n-1)*(n-2)*...(n-A+1) (n—-A)

CEA
nx(n—1),..%(n—k+1)x(n—k)*(n—k—1)*,...,*1
(n—k)*(n—k—1)%,...,x1

Bem: n* (n—-1)*(n—-2)*...** (n—-k+1)=

e DK3.2.2
Variationen mit Wiederholung
Bsp: Elemente der Grundobjekte dirfen in jeder Stichprobe
1,2,..,k mal entnommen werden. Grundmenge n=5 1;2;3;4;5
Stichproben k=3: <1;3;5>#<5;1;3> aber auch <1;2;2>#<2;1;2>



SK3.2.2 Vor: Grundobjekte ai,az,..,an;
geordnete Stichproben mit je k Objekten

Variationen mit Wiederholung

Aussage: Es gibt n*n-...+'n=n" Variationen mit Wiederholung (VmW), k<n

Induktion mit A<k, ne€N beliebig

A=1l: alle VmW n':<a;>,<a,>,.., <a,>

A=2: <ai,a;>,<a,a;r>,..,<ap,a;>
<ai,a>,<as, a>, .., <an, a> \\:\\\\

Bew:

4 eee TN 4 e _____ == =

<ai,ap>,<az;an”y,.., <apan > ---

S~ R
T~ N -

Anzahl n°
A: n® VmW, A<k<n
A1l: Zu beweisen 3

Gesamtzahl n*n=n*?=n

n*xn,...,xn =n*?! vmW,
| S —
A+1mal

Sei QF<(%1'0%'”(%A>, v=1,2,...
V ¢, gilt: <(%1'av'w'am'c%4>k V u=1,..,n sind n VmWs,,;

2

Gesamtzahl der VoWs,,;=n*xnx*,...,*n *n=n*"
N—— e

Amal
Andere Betrachtungsweise:
Vor: endliche Mengen A und B mit |A|=k, |B|=n
Aussage: d genau n* verschiedene Abbildungen von A nach B
Bew: Zunadchst Bsp k=5, n=3 siehe Anlage Anl Variation mit Wh
Konstruktion aller Abb von A nach B

,n* eine VmW zu A

A:{all Aoy ey ak}l

a; wird auf ein Element von B abgebildet...|B|=n Mdglichkeiten
a, wird auf ein Element von B abgebildet...|B|=n Mdglichkeiten
ay wird auf ein Element von B abgebildet...|B|=n Mdglichkeiten

Aussage



e DK3.3 Kombinationen von Objekten sind Stichproben, wobei die
Reihenfolge der Elemente nicht beriicksichtigt wird, d.h.
ungeordnete Stichprobe

e DK3.3.1 Kombination ohne Wiederholung
Elemente der Grundobjekte diirfen in jeder Stichprobe nur
1x entnommen werden.
Aquivalent:
Eine Kombination ohne Wiederholung ist eine Teilmenge von
G={ai,az,..,an,} mit genau k Elementen.
Bsp:Grundmenge n=5 {1,2,3,4,5}
Stichproben k=3 {1,3,5}={5,1,3}, (falsch {1,2,2})

SK3.3.1.1

Vor: Kombinationen ohne Wiederholung nach DK3.3, DK3.3.1
Grundobijekte aj,as, .., an

! nin—1)*...,%(n—k+1

Aussage: 3 1 = ( ) ( ) n

(n—k)!*k! k! k n—k

Kombinationen ohne Wiederholung (KoW)

Bem: (Z heiBt Binomialkoeffizient.

//® DK3.1

// Permutationen sind mogliche Anordnungen der n Grundobjekte, d.h. k=n
//  (d.h. jede Anordnung hat eine individuelle Reihenfolge)

// e DK3.1.1

// Permutationen ohne Wiederholung: Objekte untereinander

// unterscheidbar

//SK4 Py={P:|alle i}: |Pyl=]] k=n!
k=1

//# Es gibt n! Verschiedene Belegungen einer geordneten Menge
//# <m(ap),m(a ),..,m(ax )> mit

//# Elementen aus X={a;, a,.., ax} wobei

// w(a; ),m(as ),.,m(ax )EX, und T bijektiv ist.

//® DK3.2 Variationen von Objekten sind geordnete Stichproben k<n
// e DK3.2.1

// Variationen ohne Wiederholung
// Elemente der Grundobjekte dirfen in jeder Stichprobe nur 1x
// entnommen werden.

Bew: frei nach Skript Stefan Wagner
Sei m die Anzahl der KoW von aj;,az,..,a,, d.h. m k-elementige
Teilmengen mit Elementen aus ai,az,..,an =

DK3..,5K 2
Aus den Elementen jeder KoW lassen sich k! geordnete Mengen bilden
= Aus allen m KoW lassen sich m*k! geordnete Mengen bilden =
DK3.2.1,5K2
. n! n! n!
m*k! sind alle ———— VoW = m*k!= = m=

(n—k)! (n—k)! k!(n—k)!

10



Andere Formulierung:
//# SK5 Bem: Gibt es nicht nur eine, sondern s Gruppen, mit jeweils
//# ki, ks ...,ks identischen Objekten, so lautet die Formel

n!

/4 kky!,..k,!

DK3.3.1: (”
k

=| T<{1,2,.n}||T|=k |
:Ak
Definiere Menge \

M={Alle Permutationen mit Wiederholung von J,J,.,J,N,N,.,N } =
NS R I

()

\\ k, =k mal k,=n—kmal SK 5 Bem

\

n! . v . . . ’
leF:?TGTEﬁ_' Gibt es \eine bijektive Abbilduhg f: A,—> M?
e Sei BEA, = Bc{aj,a,,..,a, mit |B|=k ’
definiere f(B): Fall a,€B'= [.. J .1

\ itegtelle )/

\

Fall a;¢B = [.. N .1/

- 4

| ite Stelle ///
\
\ ,

Bsp:{al,az,m,a5}ﬁ\B={a2,a%f== £ (B)=[NJJNN]
B={ai, as, a4} = f(B)=[JINJIN]
Umgekehrt: Gewahlt beliebige\Permp%ation mit Wiederholung €M, =
BC{ai, az ., @y} mit [.. J .l /= a€B,
itegtelle\ /'/

[.. N .]1/= a¢B

[}
\

ite Stelle ,” |
= |B|=k = BEA,
= f(B)—> gewahlte beliebige Permutation mit Wiederholung €M,
= f surjektiv (jede Permutation mit Wiederholung €M, wird von einem

Element aus Ay getroffen.
® Seien B;,B,EA,, |B:il,IB:;I=k, |B;i|#|B,| = 3 a:€B;,a:¢€B, =

in £®By): [... J ..1, in f£(By): [... N .] = £(B))#£f(B,) = £ injektiv =
ite gtelle ite hSﬂtelle
f bijektiv
| n!
= |Al =M= ———
=M =

#Eigener Versuch, nicht beendet.
Induktion und Abbildung VoW— KoW (bevor ich obigen Bew im Internet,
eingestellt von Stefan Wagner, gefunden habe)

n(n—1)*...,x(n—k+1)

k:e k’ =m.eN ,
n(n—l)*m,*hr—k+1)0r—k)eN , (k+1)n0r—D*NU*(n—k+1)€hl,
k! k!
K41:74 beweisen I n(n—l)*...,*(n—(k+1)+1): n(n—1)x...,x(n—k) Kolls
(k+1)! (k+1)!
Zundchst rﬂn—lﬁa"ﬂ{n—k)EN‘”

(k+1)!
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n(n—1)*...,x(n—k+1)*(n—k) . (k+1)n(n—1)*...,%(n—k+1)
(k+1)k! K!

n(n—=1)*..,x(n—k+1) n(n=1)%...,x(n—k+1) n—k eN -
k! k! —

n(n—1)x...,%(n—k+1)x(n—k) )
(k+1)k!

eN = m,,eN = meN V keN

SK6.1: d n*(n-1)*(n-2)*...** (n—-k+1) VoW,

® = diese VoW, lassen sich in
Gruppen VbMQu, v=1,2,..,m; u=1l,2,...,k! einteilen
Wahl der Gruppen so, dass

V ugilt <a, .4, ;. a, > 2 {a a, }clai,as,w,an} =

vor A, gy
LT Hy My

“ VoW Kow
nin—1)%...,x(n—k+1
VoW, =VoW 6 =...=VoW = Jd m= ( £, ( ) KoWs
1 2 k! k!
SK3.3.2.2 Binomischer Lehrsatz
(X+y) n— n Xny0+ n Xnyl_l_ n Xny2_|_ L. + n Xn—nyn
n

Bew: Beim Ausmultiplizieren entsteht ein Summe von Produkten der Form
wie beispielsweise Xkyxy*xX*Xky*.. kX
n Faktoren .
Dieses 'y ist der 6. Klammer zugeordnet
Die Summanden enthalten eine gewisse Anzahl von x und eine gewisse
Anzahl von y. Es gibt eine gewisse Anzahl von Summanden, die jeweils
gleich viele x gleich wviele y enthalten, die aber aus verschiedenen
Klammern , stammen™

n mal x: XXXXKK.x=x"=x"y'= || xy°.
n-1 mal X: YXXXXX..X,=XYXXXX..X=..=XXXXXX.y=x"ly
Es gibt also n Summanden x"‘'y= Z X"ty

n-k mal x: Es gibt z. B. einen Summanden Xx*Xx*..X * yxy*x..*xy
| N —

n—kmal kmal
Grundmenge X,X,..X , Y,V ;Y ,
———

[ —
n—k mal k mal

ein Produkt aus Elementen jeder Permutation mit
Wiederholung davon ergibt einen Summanden, in dem x n-k
mal,y k mal als Faktor erscheint: x"**y*, =

SK 3.1.2Bem.a

n!
4 —— =
k!(n—k)

n) solcher Faktoren.
SK33.1.1

e DK3.3.2 Kombination mit Wiederholung
Elemente der Grundobjekte dirfen in jeder Stichprobe
1,2,..,k mal entnommen werden
Stichproben k=3 <1;3;5>=<5;1;3>, aber auch <1;2;2>=<2;1;2>

12



SK6.4 Kombinationen mit Wiederholung
Vor: Kombination mit Wiederholung
Grundobjekte ai,as,..,a,, k=<n werden ausgewahlt

n+k—1)! —
Aussage: Zahl der Kombination mit Wiederholung: %__37ﬁ37= n+i 1)
n—1)!k!
//SK3.3.1.1
//Vor: Kombinationen ohne Wiederholung nach DK3.3, DK3.3.1
// Grundobjekte a;,a,..,an
n! . . .
,/Aussage: 3 (__EW_E7 Kombinationen ohne Wiederholung (KoW)
nN—K)!*K!'
Bew: Zunachst éin Béispiel B
ai,as,as,as,as; k=3, —-: a; nicht ausgewahlt
Auswahlen: a; as as ay as Code: T Trennlinie, X fir jedes a;
- apaz | - | as, |- TXXTTXT n+k-1=5+3-1 Elemente
ai ao as - - XTXTXTT
- - as as as TTXXTTX
_ - - as as | as T"T XTXX

Jeder Code gehort zu einer Kombination mit Wiederholung aus 3 Elementen
der Grundmenge ai, az,as,aq, as;
Alle Codes gehoren zu den Kombinationen ohne Wiederholung mit k=3
Elementen der Grundmenge mit n‘=n+k-1=5+3-1 Elementen: T,T,T,T,X,X,X
SK3.1.2: 3 n'! _ (n+k=1)! (n+k=1)! (5+3-1)! 7! e

k!(n'—k)!  k!(n+k—1—k)! k!(n—1)! 3!(5-1)! 3!4!
Zahl der Kombinationen mit Wiederholung aus 3 Elementen der Grundmenge
mit 5 Elementen ai,a,,as, as, as;
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Allgemein:

Auswahl von k Elementen aus ai,as,..ran

Fir eine beliebige Auswahl sei

x; die Anzahl der a;

X, die Anzahl der a,

X, die Anzahl der a,

d.h. x;€N, ist die Anzahl der Elemente a; in dieser Auswahl
V ie{1,2,...,n}

2 ENg = xi+3,+. .. +x,=k

Seien andererseits vi, Vs, .., Vo€Ny, vi+y,+..+y.=k gegeben,

so liefert dies eine Auswahl von k Elementen aus a;,as,..,a, in der

a; genau y; mal vorkommt; allgemein a; genau y; mal vorkommt

= Anzahl der Moglichkeiten k Elemente aus ai,az,..,a, auszuwahlen
Mehrfachauswahl erlaubt

= Anzahl der L&sungen der Gleichung x;+xX,+...+x,=k mit xi,X5,.., X,€Nyp.
Sei L={ (<X1, %oy, X, >€ N XN x... XN | X142+ . . . +x,=k}

/]\ nmal

--Im Beispiel Zeilen in der Tabelle
V <xi,X5,..,%> definiere:

r={ [ X,X,X..,T, X,X, X030, TX,X,X.. ]|

—_— —_— —
x,mal x,mal );n\mul\\\\
£(<xX, %0y, x3)=1 X, X, X..,T, X,X,X..,.,TX,X,X..1}
—_ —_— [———
xymal =~ _ x,mal x,mal
f ist bijektiv: V [ X, X, X..,T, X, X, X..,...,TX,X,X..] 3 <X, Xp, ., X>
() —_ —_
x,mal x,mal x,mal

= f surjektiv
Sei x;#x; fiur irgend ein i d.h =

F(<X1, %oy e eXiy ooy XnDFL (KX, X0y o o Xi g ooy X0>) =
[ X, X,X..,T7, X, X,X..,.., X, X,X....,,T
[ —— —_— —
x,mal x,mal x,mal
X, X,X..1#
—_—

x,mal
[ X, X, X..,T, X, X, X..,.., X, X, X...,,TX,X,X..]
Nyl Nyl Nyl Nyl
x,mal x,mal x;"mal x,mal
= f injektiv
f erzeugt alle Kombinationen ohne Wiederholung aus der Grundmenge mit
n+k-1 Elementen, die k mal X enthalten. In anderen Kombinationen ist
mindetens ein X mehr oder ein X weniger enthalten. Dann hat die
Stichprobe k+1 oder k-1 mal X, gehdrt also nicht zu den Kombinationen
aus n+tk-1 Elementen, die k mal X enthalten.
n'!  (n+k—=1)!  (n+k—1)!

F indekti Ll=|T :3 = -
injektiv = |L|=]|T| k!(n'—k)! k!(n+k—1—k)! k!(n—1)!

SK3.1.2
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