1.3(500) Das Vollstandigkeitsaxiom und die Definition der
reellen Zahlen

Alle bisherigen Uberlegungen gelten z.B auch fiir den Kérper der rationalen
Zahlen.

D1.3.1(500) sSei (K,<) angeordneter Kérper TcK, T#Q
1.)Ein Element §€K (s €K) (5,s missen nicht zu T gehdren) heiBt obere
(untere) Schranke von T: & V te€T gilt t<§ (t=>s)
2.)T heiBt nach oben (unten) beschrankte 3 eine obere (untere)
Schranke von T
3.)T heiBt beschrankt:< T ist nach oben und unten beschrankt.

e
4.)Ein s €K (s €K) heiBt kleinste obere Schranke oder Supremum von
9

T (groBte untere Schranke oder Infimum von T): <&

1,

S (S) ist obere (untere) Schranke von T
9
(_
f) s <5 V oberen Schranken § wvon T (s >=s V unteren Schranken § wvon T)
_)
(_
S

=supT (s =inf T)
Andere Formulzerung:
VY x€A:x<a d.h. a ist obereSchranke von A
VY c€ER: x<c V x€A=a<c, d.h. a ist obereSchranke von A
a€R ist kleinste obere Schranke von A
Bem:a€T, z.B. T={t|t=a} = a=inf T=min T
a€T, z.B. T={t|t>a} = a=inf T#min T

a=supA:

Bsp/Merkskizze
T={x]a<x<b}, *d.h. a,bgT
a & “ab
| . . |
= inf T sup T =
untere groBte kleinste obere
Schranke untere obere Schranke
Schranke

Bez:1.)Ist TcK nach oben/unten nicht beschriankt, so schreibt
man supT:=w (infT:=-o) (dann existiert supT/infT nicht)
2.)Fir T=0 sei sup ©@:=-o, inf T:=+w®

Bem:1.)TcK ist beschrankt & I ceK mit |t|<c V teT

2.)Falls existent, sind sup T und inf T eindeutig bestimmt
Bew: si,s5,=supT = s;<s, und s,<s; = S$;=5;

3.)Sei TcK, T#©, d sup T bzw inf T =
sup T = min{§ |5 ist obere Schranke von T in K}
inf T # max(s|s ist untere Schranke von T in K|
d.h.£8dp T und inf T missen nicht, kénnen aber €K sein.
Wenn sup T bzw inf T €K, siehe S1.3.1 2.
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Zusatzliche Ausfihrungen:

Seien A#©, A,BcK und sei C€K. Wir schreiben dann

A<C © (>A < V a€A :a<C obere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A>T © (<A & V a€A:a>C untere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A<B © B>A & V beB:A<b

Jedes T mit A<T heiBt obere Schranke fur A, jedes T mit A>C heilt untere
Schranke fir A. Falls A eine obere (untere) Schranke besitzt, dann heiBt A
nach oben (unten)beschrankt. Falls A nach oben und unten beschrankt ist,
nennen wir A kurz beschrankt.

a€A, welches gleichzeitig obere (untere) Schranke von A ist, heilt
maximales (minimales)Element oder kirzer Maximum (Minimum) von A und wir
schreiben:a=max A (a=min A).

$1.3.1(501) Vor.:Sei K angeordnet und TcK, T#0, seK
« «

Beh:1.) s=sup T: & a) S ist obere Schranke von T und
e

B)V e>0 ist s -¢ keine obere Schranke von T
&«

e
o V teT: t<s und V &0 3 t. €T mit t.>s -¢
6

Bew:Negation von f):3 &>0 aus K und V teT: t<s -g <«
~ e
3 >0 aus K: s <s -g, ist obere Schranke von T, die
(_

kleiner als s 1ist
analog
s= inf T:e a)s 1ist untere Schranke von T und
B)V e>0 ist s +e¢ keine untere Schranke von T
o V teT: t=s und V 0 3 t.€T mit t<s +¢

inf T=s S +€ s —€ s=sup T

|| | || |
| Ifl tSIET | |E| tIEET

2.)d max T & 3 sup TeEK und sup TET: max T=sup T
4 min T & 3 inf TEK und inf TET: min T=inf T

//D1.2.2 (405) K=(K,+, ',<) & TCK, T#©. M =maxT:< V t€T: t<m .//
Bew:,=, M := maxT = V teT gilt t<rn und m €T =

m <%V Ooberen Schranken von T *obere Schranke von T =
V s’ die obere Schranke von T gllt t<s’ V teT.
meT = m<s’= 3 m=sup TET
=sup T und MET = V t€T: t<m . Da MET = d max T=m

Bsp:1.)T=(0,1] = l=max T=sup T, O0=inf T#min T
2.) RoM=(0,1)U[2,5]
V x>5: m<5 V meM, aber x ist nicht kleinste obere Schranke.
Analog fir x=0, also sup M= max M=5, inf M=0
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3.) A:={x€eR: 0<x<5}
inf A= min A=0.
Bew: 0 ist untere Schranke da 0<a V a€A. Sei r>0 =

. . r
r ist keine untere Schranke von A, denn r r=§-<r, aber
r €A = 0 ist groBte untere Schranke. 0O€A. Analog sup A=l.
1A = max A

4.) B:={—:€N}. inf >B=0¢B = A max B

1
n
5.) x=0, x°=22 < x> /2
Bew: “&” x> \/E = X*X> \/E*\/E =2>0
,=>% Annahme x<¢§ = x*x<¢§‘*¢§=2 =
Definiere C:={x€R:x>./2 und x<3}...Beh min C=J§ =
V2 €Cc und V2 <c V cec = min C=inf C:TE =

Jmin C I max C
+
V xeC: y =§E§->x. sup C=3: 3>c V cecC
em
6.)Sei (K,<) und T={xeK|-1<x<0}=(-1,0]

max T=sup T=0, inf T=-1, min T existiert nicht.
Bew:inf T=-1 = Es gilt -1<x V x€T = -1 ist untere

Schranke.

Annahme:s>-1 sei ebenfalls untere Schranke wvon T.
. T —1+s ” i i

Definiere s = 5 = -1<s<s<0 = s €T, aber s<s

RR <
Widerspruch zu s ist untere Schranke von T

7.) K=R, A,BcK, A,B#®@ und beschriankt.
Z.z sup(AUB)=max{sup A,sup B}
Bew:0bdA sei sup A=sup B, z.B. A=[0,5), B=(-2,3) =
Sup A=5, supB=3
(.)Z.z. sup A obere Schranke: sup A>t V teA =
sup A>sup B>b V bEB = sup A>u V u€AUB
(..)Ve>0 d u€EAUB:sup A-e<u, sup A ist Supremum von A d.h.
Ve>0 34 u€A:sup A-e<u, u€A = u€AUB, sup A-&<u, u:=t
(.) und (..)=> sup A=sup AUB

8.) K, (d.h.0€K,) ist nach unten beschrankt durch C=0. Ist nekK,
= n/2€K, und n/2<n. Also kann kein Element von K,
gleichzeitig untere Schranke von K, sein und deshalb ist 0 die
groRte untere Schranke von K, = 0=inf K,. 0¢€K, = K, besitzt
kein Minimum.
K. nicht nach oben beschriankt, denn gidbe es eine obere
Schranke fiur K,, etwa T, so wadre sowohl CeK, also auch CT+1eK,,
und mit C+1>C ergibt sich ein Widerspruch.
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9.)Seien x>0 und A,={a>0:a’<x}.
Falls UC=sup A, existiert, dann gilt T’=x.

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
« «
// 1.)s = supT: & ) s ist obere Schranke von T und //

e
// p)V e>0 ist s -¢ keine obere Schranke von T //
e

(_
// o V ter: t<s und V &0 F t.€T mit t.>s -¢ //
Bew:Angenommen, daB

1.Fall:E%>x.Sei e=(*—x)/(2) (d.h. x=C-2C¢) = 0<e<C/2. =

5 $1.3.1
= r
R — e
N // \\\
d aen,:a>l-¢ = x=a’> (C-¢) > EZ—ZES =x, was nicht sein kann.

| —
(8228 +¢€?

2.Fall:x>C*. (T sehr nahe bei x)

Fur\\cm\in {Z,(X/Z—Z)/B } gilt dann e/?;Sl/ also (e/C)%<e/C
g \\\*>Z //

k' S P
>0 /s

= fir a=C+e=C*1+C*e/T)=C(1+&/Q) : ///
2 -
a’=C%(1+e/C)%= T2 (1+2e/C+ (%) ) 5/62 (1+3e/C) =

‘/

<e/{
3(x/{—
C2(1_|_ ( BZZ Z) ):C2+X_C2SX.
Demzufolge ware a=C+e€h,, also T keine obere Schranke
fur A, = Widerspruch zu Def von C = ’=x

Al.3.1

a) Zeige (.) ACB, d min A, min B = min A>min B

Bew: a min A: a€A & ACB = a€B = az=zmin B
Bspskizze

v

~
—

r r
L L
A

(..)AcB, 3 inf A, inf B = inf A>inf B
Bew: a:=inf A = a€B = az=Dpb?
AcM b:=inf B
A:=inf A, b:=inf B = b<x V x€B = b=<x V x€A =
AcM
b auch untere Schranke von A, d.h. b=<a

(...)d max A & max B = d max (ACB) & max (AUB)=max{max A, max B}
Bew: x€AUB = XxEA ¥ X€EB = x<max A " x<max B =
x<max{max A, max B} V =x€EAUB
Da max{max A, max B}€AUB ist max{max A, max B}=max AUB
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|neN} n 1 2 3 4

b)M={ 2—

R —
1+1/2n

n—1/2
n

t 3/2 5/4 7/6 9/8
max, sup,min, inf?
L6s:Z.z Vermutung max M=3/2

=3/2 = 3/2eM

2n+l 6n>4n+2 © 2n>2

(..)3/2=t V teM, 3/2=21+1/2n & 3/2>

© n>1 = 3/2=max M=sup M
Z.z Vermutung inf M=1

1
(.)1 ist untere Schranke = 1+§;->l

(..)Kleinste untere Schranke:Ve>0 3 teM:1+e>t.

1

Sei €>0: l+s>l+—£— < 2n+2ne>2n+l © n> — .
2n 2¢€

Wahle nEN:n>—£—, Lﬁ=l+—l—<l+—;L—:l+8 = inf M=1
2¢€ 2n 1
2_
2¢

Min M=1?
Annahme d min M. min M#1 = min M=inf M Widerspruch

Al.3.2 Zeige:Ist AcK nach oben (unten) beschrankt, und ist BcA,
B#©®, so ist B ebenfalls nach oben (unten) beschrankt)

Al1.3.3 Sei AcK, A#©®, B=-A={-a:a€A}. Zeige:
a) Genau dann ist A nach oben beschrankt, wenn B nach unten

beschrankt
b) Genau dann besitzt A ein Supremum, wenn B ein Infimum besitzt

und es gilt sup A=-inf B.
Al.3.4 Zeige: K selber ist nach oben und unten nicht beschrankt

Al.3.5 Zeige: Genau dann ist T Supremum einer Menge ACK, wenn folgendes

gilt: V a€A:a<{; Ve>0 I ac€hA:a>C-¢.
Finde selber eine analoge Charakterisierung fir das Infimum von A.

Al.3.6 Seien A,B Teilmengen eines geordneten Korpers.
Definiere A+B={a+tb:a€AAb€B}, A-B={a-b:a€AAb€B}. Nimm an, dass
fiir alle 4 Mengen A,B,A+B,A-B sup und inf existieren. Zeige:
a)sup (A+B)=sup A+sup B
Z.z. SupA+sup B ist (..)kleinste (.)obere Schranke von A+B
(.)Z.z. V x€(A+B): x<sup A+sup B
Bew:Sei x€ (A+B), x=atb, a€A, beB. Es gilt
V a€A a<suphA, V bEB b<sup B = V x=atb<sup A+sup B =
obere Schranke
(..)Sei A+B<m, Z.z. sup A+sup B=<m.
A+B<m = a+b<m V a€A, beB = a<m-b V a€An =

beB bel fest
m-b obere Schranke von A = supA<m-b V bEB (da b beliebig

gewahlt) = b< m—-supA V bEB = sup B<m-sup A = sup A+sup B=<m

S —
obere Schranke v B

Ahnliche Aufgabe/Formulierung:
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A,Bc R seien beschriankte Mengen, d.h. |a|<c., |b|<c, V a€A, beEB =
latb| <c;+c, V a€A,beEB = A+B={a+b|a€l,bEB} ist beschrankt.

Es sei s;=sup A und s,=supB. Z.z. s:;ts,=sup (A+B)

Es gilt:s;>a, s,=b V a€pr, beEB = s,+s,=a+b V a€A, beB =

s;ts, ist obere Schranke.

V e>0 3 a¢€A, mit ag>s;—&/2 und byEB, mit by>s,-&/2 =

agthb€EA+B mit agtbe>s;ts,—€¢ = s;t+s,=sup (A+B)

b) sup (A-B)=sup A-inf B

Los:Z2.z (.)A-B<sup A-inf B (..)V &>0 3 x€A-B, x=>sup A-inf B-¢
Sei &>0 beliebig. d a€A:a>sup A-g/2,
3d beB:b<inf B+e¢/2, -b=-inf B-¢/2, =
x=a-b>sup A-g¢/2-inf B-g¢/2=sup A-inf B-t.

c)inf (A+B)=inf A+inf B
d)inf (A-B)=inf A-supB

D1.3.2(505)
Ein angeordneter Koérper (K,+, ,<) heiBt vollstidndig (beziglich <):
< V TcK, T#© und T nach oben beschrankt I supTeK.
Ein angeordneter, vollstandiger (bzgl Anordnung) Korper heilt
Korper der rellen Zahlen R
Bem:siehe auch A1.3.13. K=(K,+, -,<) ist vollstédndig: < Jede nach
unten beschrankte Menge TcK, T#® besitzt ein Infimum infT in K
Bew:Sei T := {xEK:-x€T|. Dann gilt fiir s €K:
s 1st untere Schranke von T & s <t V teT &
x<-s V t€T & -s ist obere Schranke von T = inf T=-sup T .
K vollstdndig © d sup T" < 3d inf T

#Bsp:

Fiur den positiven Kegel K, schreiben wir kiinftig auch R,, d.h. x€R, ist

gleichbedeutend mit x>0.

//81.3.1 Bsp 5.) (501) Seien x>0 und A.,={a>0:a’°<x}. //

// Falls C&=sup A, existiert, dann gilt &=x.//

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): < //

// V- TcK, T#© und T nach oben beschrdnkt 3 supT€K. Ein//

// angeordneter, vollstdndiger (bzgl Anordnung) KoOrper heiBit//

// Kérper der rellen Zahlen R//

Fiir folgendes siehe auch S1.3.2

Fur x€R, haben wir in Bsp 5 bei S1.3.1 gezeigt, daB A,={a€ R|a’<x}#0©

und nach oben beschrankt ist = 3 Tssup A, = U{’=x. Dieses { nennen
D1.3.2 Bsp 5.)

wir die positive Quadratwurzel von x und schreiben T=./x .

Wir setzen Jo=0.

Erweiterte reelle Zahlen R :

Wir nehmen zu den reellen Zahlen R 2 neue Objekte o und -« hinzu,
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R =RU{w, -0} und erweiterte Ordnungsrelation -wo<x<o und definieren die
kommutativen Operationen oot+x=00 V x€R, oo+o0=00, -0+ (-0)=-00, owxkx=
oo falls x>0

falls x<0 ' aber Oxo nicht definiert, oox =0,
o .

(-0) Xoo=-00, (-00) (-00)=00, % :=0 V xeR.
R ist kein Korper (siehe nicht definiertes)
Intervalle [a,®)={x€ER:a <x<w}, (-o,b)={x€ER:-0w<x<b}

D1.3.3(506) Seien a,b€R, a<b, Dann sei
[a,b]:=[x€ER| a<x<b] abgeschlossenes Intervall mit Endpunkten
a,b
(a,b]:=[x€R| a<x<b},a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
[a,b) :=[x€ER| a<x<bl,a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
(a,b) :=[x€R| a<x<bl,a<b offenes Intervall
(-0,b]:=[x€R| x<b}, (-,b) :=[x€R| x<b]
[a, o) :=[x€R| x>a, (a,):=[xeR| x>a}
(-0,0) :=R  unbeschrédnkte Intervalle
Aus dem Zusammenhang mulR sich ergeben, ob (a,b) offenes
Intervall oder Paar von a und b ist.

Al.3.7 (Dedekindsche Schnitte)
Geg:A,BcR mit A,B#©@, AUB=R, a<b V a€pn, beB
Z.z.:d;, s€R mit a<s<b V a€A, beB. (Ersatz fiir Vollstidndigkeitsaxiom)
Bew:A ist nach oben beschrankt, denn jedes b&€B ist obere Schranke.
Setze s=sup A. Dann ist offensichtlich a<s V a€A, s ist kleinste
obere Schranke von A, also s<be€B.
Noch z.z. ist Eindeutigkeit.

Sei hierzu s mit a<s <b V a€pr, beB.

Annahme s #s. Da s obere Schranke von A ist, muss § >s sein.
Dann folgt

~ N ~
AUBC (-0,s]U[s ,o)#R. EEE-QAUB Widerspruch. Also muss S =s sein.

Andere Formulierung:
Bew: Sei M#©®, nach oben beschradnkt: 3 sup M

Sei meM AN M ={xEM:x>m}CM = M beschrankt A 3 s:sup M =

s ist obere Schranke von M = V &¢>0 3 méEM :x>s-¢ = s=sup M

A ist nach oben beschrankt, da jedes b&B obere Schranke.

Setze s=sup A = a<s V a€A. s ist kleinste obere Schranke von A =
s<b V beB.
Eindeutigkeit:

Sei s : a<s <b V a€A, bEB. Annahme s #s: s obere Schranke von A, muss

\ S+S .
S >s sein = AUBC (-w,s]U[s ,»)# R, da 'ET'gAUB Widersapruch = s =s

Al.3.9 Zeige:Zu einem y>0 I, x>0:x’=y = d.h. oben definierte

Quadratwurzel von x ist Umkehrabbildung der Funktion x x?

A1.3.10 Finde heraus, fiir welche x€R die Gleichung x=+vx richtig
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bzw falsch ist.

Al.3.11 Zeige, daB das Vollstandigkeitsaxiom zu folgenden

Aussagen aquivalent ist
a)Jede nichtleere und nach unten beschrankte Teilmenge von

K besitzt ein Infimum.

b) Jede nichtleere und beschrankte Teilmenge von K besitzt

sowohl ein Infimum als auch ein Supremum
c)Jede nichtleere und beschrankte Teilmenge von K besitzt ein

Supremum

Al1.3.12 Zeige:Fir alle a€R gilt |al=4a2

Al.3.13 Es sei K ein angeordneter Koérper

a)Definiere fiir AcK die Menge -A:=[-x:x€A].
Zeige:Es existiert inf A€K genau dann, wenn sup (-A)€ K existiert

und dann gilt: inf A=-sup(-4).

#Bsp
A:={X:XEA}

|

%]

A
. .

|

|
s =inf k 0 - § =sup (-A)
> >

1 |
I | '
>

S

Bew:“=,Sei s =inf AeK.
_)

Wir zeigen: sup(-A)=-s €K (insbesondere existent).
Q

Mit Def:
(o) - s 1ist obere Schranke von -A:

Q

=inf A = s<x V x€A = -s>=-x V x€EA = -sz=zy V yE€-A
2 DefvA >

S

> >

(p)-s <5 V oberen Schranken § von -A
9

Sei g obere Schranke von -A beliebig =
untere Schranke von A (denn § >y V yeE-A =

-85
§>-x V x€EA = -5§<x V x€A) == -5§<s = —=-5
7 > s >
s=infA
= =-inf (A)

»<=,Analog Aus Bew folgt sup(-A)=-35
_)
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b)Es seien A,B nichtleere Teilmengen von K mit AcCB
(.)Zeige:Falls sup A und sup B in K existieren, so gilt sup A<sup B
//BeM: 3.) (500)Sei TcK, T#@, d sup T bzw inf T =//

// sup T = min[s |s ist obere Schranke von T in K///
Los:Z.z.3 sup A,sup BEK = sup A<sup B,
sup A = min{s’:s’ ist obere Schranke von A in K} <=
B;;l s == Absc?(?tzung

Bew:Aus ‘f,_>,,
Annahme 3 s,’’ obere Schranke von B mit sup A>s,’’ =

-

ACB
So’’ ist obere Schranke von A mit sup A>sy’’ =
Widerspruch
Bem:s,’’=b V beEB = s,/ ’'>a, ACB V a€A

(..)Zeige:Falls inf A und inf B in K existieren, so gilt
inf A>inf B
Los:analog(.)

(...)Gibt es solche Mengen A#B, fir die inf A, inf B, sup A,
sup B existieren, mit sup A=sup B und inf A =inf B?
Los:Sei B=(O,l]:3 sup B=1, inf B=0 (insbesondere

existent in K).
A:=(0,1]\{ 1/2 |} = sup A=1, inf A=0.
——
irgend ein Punkt
analog zum Bew fur B
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Al1.3.14 Es sei K ein angeordneter Koérper und A:={x€K:x>1].
Existieren inf A, min A, sup A, max A in K? Bestimm# im Falle der
Existenz die entsprechenden Werte. /

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf K// /

// R:=<,Anordnungsaxiome:// /

// (02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K// !

// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < bﬁc//

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, sGK///

// 2.)d maxT & 3 supTEK und supTE€T: maxT=supT// |

// d minT & 3 infTEK und infTET: minT=infT///
Bew: (.)sup A existiert nicht in K, sonst ware sup A€EK obere Schranke
von A d.h. x<sup A V x€A = l<sup A, d<sup A = 1<(sup A)+1
x>1Vx€EA / (02),(03)
= (sup A)+1€A Widerspruch zu sup A oberé Schranke von A, denn
Def A /

sup A< (sup A)+l1l /
max A existiert nicht in K, da sup A nich% existiert in K,
wg. S1.3.1 2.) /
(..)inf A existiert und inf A=1. Bew mit Def/von inf, denn
a)l ist untere Schranke von A, klar, da 1¥¢ V x€A
(insbesondere 1<x V x€A)
f)1>=s V unteren Schranken s wvon A.

Bew:Annahme: 3 s>1 fir untere Schranke von A = 3 c€K:l<c<s,
e RRT T
insbesondere cer"" "~
Widerspruch zu s untere Schranke von A, da c<s >
a)’ﬁ)’Def

inf A=1€K
min a existiert nicht, da 1€A (S1.3.1)

Andere Formulierung:

M={x€ER:x>2}

Los:Es gilt sup M;=0 und inf M;=2, min M; existiert nicht.
Bew:M,#@, da 2+1>2, d.h.2+1€M;,. M; besitzt keine obere Schranke,
denn wenn s eine obere Schranke ware, dann misste gelten: s=2+1
und s+1>2 und s+1>s Widerspruch = sup M;=«

. . , 2+s
2 ist untere Schranke von M;. Sei nun s>2. Dann gilt 2<—ET—<S,

2+s 2+s

d.h. <s und _7?_€M1:: s 1st keine untere Schranke von M; =

inf M;=2. Da 2¢M; existiert min M; nicht.
Al1.3.15 A,B#0, A,BcR. V a€lA,beB gelte a<b. Zeige, sup A<inf B.

Los:Ann sup A>inf B = d a€A mit a=>inf B+e/2 = inf B<a-&/2 =
d beEB mit b<(a-¢/2)+e/4=a-¢/4 = Widerspruch zur Vor b>a
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Al.3.16
Bestimme sup X und inf X (mit Bew) flr folgende Mengen X und prife, ob
diese Mengen ein max oder min besitzen

i

= T X= — (=
a)X={x:x T+’ teR}
t
Los: 05|t |<1+|t| = Oﬁ-ﬂﬁa<i%{:1 V teR = 0 ist untere Schranke,
1 ist obere Schranke wvon X.
t
o inf,min? Flir t=0 ist I%%T:O = 0€X, O0=min X=inf X
t
® sup? Annahme d m<l mit I%%[Sm V teR, 1-m>0 <

ltI<m(l+]t])=m+|tim & |[t](l-m)<m & |t|sl_’"m V teR,

Widerspruch zu R unbeschrankt = V mim>x:x€EX = m>1 = sup X=1.
] l=max X°? tER:1:1|+Id < 1+]t|=lt] e 1=0! falsch = 1&X =

X hat kein max.

Andere Formulierung:

M={—Bi—:x€R}

1+|x|

=

\

//D1.2.2 (405) K=(K,+, ,<) & TCK, T#o.//

// M=maxT:e V t€T: t<mM . m =min T:eV tET: m <t//

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//

// 1.)S = supT: <& a)S§ 1ist obere Schranke von T und //

// p)V e>0 ist § —-¢ keine obere Schranke von T//

// o V teT: t<5 und V &0 F t.€T mit t.>5 -¢//

// 2.)d minT & 3 infT€K und infTET: minT=infT//

Los:Beh M=m,l). Damit inf M=min M=0, sup M=1, 3 kein max M,denn
0€EM und 0<y V yeM = min M=0 = inf M = 0.

D1.2.2 $1.3.1-2.)

1 ist obere Schranke von M und 1l-g¢ V £>0 ist keine obere
S1.3.1 2.)
Schranke von M = sup M=1 = max M existiert nicht, da

S1.3.11.) 1¢M
1€&M

Bew:OJMC[O,l), sei yeM,

Nebenrechnung:1+|x|>]| x| 1 <;L |X| Lﬂ
7 COTel T 1] T ]
_ X Xl _ x| _
d.h. y= mit x€ER= 0<|x|<1+|x| = 0< < =1 falls x#0
1+|x| 1+|x| x|
bzw
OS-J1—<1 falls x=0
1+0
X y
® M>[0,1), y€[0,1), Nebenrechnung:y=-—— & y+xy=x & x=-—2—
1+x 1—y
Definiere x=—ll— = x>0 = y=—ii—= x| = yeM
1-y 1+x  1+|x]|
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Ahnliche Aufgabe
x|
142|x|

M= { :x€R}

Es gilt min M=inf M=0, sup M=1/2, max existiert nicht.

, . x| 2)x] 1 1
F eR 1t 0< = <=
or EER gl 1+2[x]  1+2x] 2.2

0EM ist untere Schranke = min"M=0=inf M
7

=

- s+1/2
s obere Schranke vom M = _8ei s<1/2. Setze t= >
e
(= s<t<1/2). 7
7
+ J—
Dann ist t€M, denn.fiir x>0 gilt t= X < t=1—gji—1
e 1+2x 1+2x
Ve >1
// —
2e=1- — & L1 ot o 142x= o x=L (= 1) =
1+2x 7 1+2x 1- 2¢ 2  1-2t
7 (S —
il <1
S iit/also keine obere Schranke = 1/2=supl,
1/2¢M = maxM existiert nicht
X
b) M=[—:X€R,X>-1]
1+x
Beh:M=(-o,1), damit inf M=-o d.h. M ist 1
nach unten nicht beschréankt. |
d kein inf M und kein min M =T
sup M=1. 3 kein max M, |
Begrindung analog zu a)
Bew:Wir zeigen : M=(-o,1)={yeR:y<1}.
. MC (-0, 1) :yEM = T x€R, x>-1 mit y=1% = y<1, d.h. y€(-»,1),
X
denn 1.Fall x=0 = y=0<1
1 1
2.Fall x>0 =2 1+x>x =2 —<— = y——jL— < X=
1+x x 1+x I, X
x>

3.Fall x<0 = Y= x %X <0<1

<0 —
>0 da x>-1

e MD(-,1]:yE(-,1], d.h. y<1, 1-y>0, y=——

e
]‘+X x>—1=1+x>0

ytyx=x

X—YX=Y 4 X:%
-y
X
1= eR >-1 €M, = —
Setze x -y = x und x =y da y Tox
denn
1
1.Fall y=0, x=y 1 >0>-1 wie in Def M gesetzt
\\\ y
>0,da y<1
y Yy X
2.Fall y<0,1-y>-y, x= > — =-1 = yeM, da y=-——
Yy Y>-yr X 1—y - oy Yy Yy T+x
*1_y>_y = L<L = X=L > L:-l
-y —vy -y - -y

y<0
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//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
// 2.)d maxT < 3 supT€K und supTE€T: maxT=supT//
// d minT < F infTEK und infTET: minT=infT//
Aus M=(-»,1) folgt sofort die Beh., denn
(.)Ware M nach unten beschrankt, so I keR:k#y, V yeM=(-w,1) =
k<1l = k-1<1, also k-1€M Widerspruch zu k untere Schranke
(k-1<k) .
(..)min M existiert nicht, da inf M in R nicht existiert (S1.3.1)
(...)sup M=1
(....)max M<x nicht, da 1€M (und S 1.3.1)

Andere Formulierung:

t
X={x:ix= —— , t>-1
{reix=m J

t
Los:Fir -1<t<0 = — <0
1+t

Fiar t>0 = x={0=x<1} und sup X=1, es existiert kein max.
wie a )
Beh: X ist nach unten unbeschrankt.

Bew:Annahme 3 KER(oBdA K<1) mit x K V x€X e I KV t>-1
- Def Menge 1 +¢
K K K
=4 t=> K e t= >-1 da K>K-1 bzw <l & >-1
L‘_J 1-K K-1 1-K
>0

< 3 t:=l/2(il%€—1), 1 >t>-1 = >t>-1 Widerspruch

S—

>-1

>22

= Annahme falsch = Beh falsch

K
*da t>-1, d.h. auch t>1
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Andere Formulierung:

M={ — , x€R, x>-1}
1 \
\

\
Los: zu beweisen \inf M=-o, d.h. nicht nach untenbeschrankt =
\ inf M in R nicht existent
min, max exist%ert nicht, sup M=1
M= (-00,1)={yER:\y<1} weil
\
McC (-0,1): yEM 5\3 x€R, x>-1 mit y=1§—- = y<1l,d.h. y€(-o,1) denn
X
1.Fall: x=0, l+x3x = y=0<1

\
2.Fall: x>0, l+x>x% = -—1——<:l = —l—<<5-=l
\ 1+x X 1+x X
\
3.Fall: x<0: y=x *l}——<0<1
- Mx
<0
>0
MD(-0,1): ye€(~-©,1), d.h. y<l. Setze ::I%%; (vgl oben) =

x€R & x>-1, denn 1.Fall: y>0 = x= y *

>

1 1
2.Fall: y<0: l-y>-y = P AN A

I+y -y I-y -y
= vEM, da - X
Y=y Y 1+x
M=(-ow,1) = zu Beweisendes da

(.)Ware M nach unten beschrankt = I KeER: K#yeM=(-w,1) = K1 =
k-1<1 = k-1€eM = Widerspruch zu K ist untere Schranke (K=1<K)
(..)min existiert nicht da inf M in Rnicht existiert.
(...)sup M=1 Bew siehe a)
(....)max M existiert nicht, da 1¢M
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c)M=

l+——:m,n€N}

//D1.2.2 (405) K=(K,+, ",<) & TCK, T#O. m=maxT:e V t€T: t< .//
//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
// l1.)s inf T:< «a)S 1st untere Schranke von T und //

%

//

// e V ter: t>s und V 0 F t.,€T mit t.<s +&//
> >
// 2.)3d maxT < 3 supT€K und supT€T: maxT=supT//
Beh:Aus Vermutung inf M=0, min M existiert nicht,
Bew: (.) —+— — —+—= S1+£=3 V m,neN =
n mn21 m mn=l
t<3 V t€EM und 3€M (mit m=n=1) = max M=3 =

D1.2.2 S$1.3.12)

_)
p)V e0 ist s +¢ keine untere Schranke von T //
_)

sup M=max M=3

sup M=3

1 2
(..)Wegen ;;+~E->O V m,neEN ist 0 untere Schranke von M

- ——

>0 >0
Zwischenbetrachtung: Ve>0 d t.€M mit t.<e?
Bew:Sei €>0 bel fest N ist unbeschriankt =
3 ny,m, €N:n,>2/e, m>2-2/¢.

| —
von € abhéngig

1 2
Setze tyi=—+— = t.EM und t.<g/2+¢e/2=¢

g, Iy
0¢M
. . K—Aﬁ . . . .
Aus Zwlschenbeh > inf M=0 = min M existiert nicht
$1.3.11.) S1.3.12.

d)M={1}U "_m|n,meN}
n+m
. . n—m n
Los:Es gilt < <1, 1 obere Schranke von M und
n+m n+m
n—m —m

>
n+m n+m

Wegen 1l€M folgt l=max M=sup M.
Bleibt zu zeigen:-1=inf M.

Da -1 untere Schranke, genlgt es, zu zeigen, dass t€M mit t<-1+¢

>-1, -1 untere Schranke von M.

1-m—1+1
V s>-1+¢. Andererseits gilt ——— <-1+¢ &
1+m
2 2 2 . . . . 2
-l1<-14e & =<l+4m © m>=-1. Wahle hier ein me&N mit m>=
1+m £ £ £
_m —
(existiert, da N nicht beschrankt). Dann gilt -T:E-GM und <-1+¢

= -1=inf M und min M existiert nicht, denn -1¢&M

e) {x€R]| (x-a) (x-b) (x-c)<0}, wobei a,b,ceR, a<b<c.

Los:Es gilt A=(x-a) (x-b) (x-c)=0 fir x€{a,b,c}. Da a<b<c ist, gilt
(x—-a) (x-b) (x-c)<0, wenn x€{ (-©,a)U(b,c)} und x€{a,b})U{b,x} =
{x€R| (x-a) (x-b) (x-c) }=(-w,a)U (b,c) =
A ist nicht nach unten beschrankt, inf A=-o und sup A=c,
c ist obere Schranke von A und fir €>0 existiert
de(b,c) mit d>c-¢ = max A existiert nicht, denn cég€A.

denn

S1.3.2(515)
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Vor:Sei x>0,x€R.
Beh:3d genau ein y€ER mit y>0 und y’=x
(y=: \/x Quadratwurzel aus x)

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): < //

// V. TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supT€K. Ein angeordneter,//
// vollstdndiger (bzgl Anordnung) Kérper heillt Korper der rellen
//Zahlen R//

Bew:Z.z (.)Existenz und (..)Eindeutigkeit, oBdA x>0

(.)Betrachte T:={yeER|y=0 und y’<x|c R d.h. alle Axiome benutzbar.
T#® (da 0€T) und beschrankt: untere Schranke 0, obere Schranke
x+1l (denn y>x+1 = y2> (x+1) % =x’+2x+1>x)= T beschriankt #O

y=0
> %;=SUpT existiert (0<y=<x+1)

~
~

Z.7. y;=x.\iésungsweg: §F%X: yifx:

Annahme y°>x:Setze &= 5 >0 (siehe oben),

~

y \\\
2 _ ~ <
Betrachte (y—8)2=(y—y2 x)2=y2—28y?€€zyz—28y=x d.h y-¢&¢ ist
y \\\
obere Schranke von T = Widerspruch zur Def-won y, also ist
y<x h
Annahme y?<x
) 2
g= XY >0, (oBdA €¢<1 = sonst X7V 51 > x-y*>2y+1l =
2y+1 2y+1
x>y?+2y+1

= x>(y+iﬁffy2+2yj;§Widerspruch, siehe oben)

(y+e)2=yi+e (2y+ € )XP4e(2y+l)=x = (y+e)?<x = (y+e)€T...
<1<Zx+1

y+e€T Widerspruch zu y ist obere Schranke von T = y’=x

—» (01)

// a<b oder b<a oder a=b //

(..)Eindeutigkeit: Annahme I y#z€R, y’=z’=x
o) y<z y°’<yz<zz=z?’ Widerspruch
B)y>z, y*>yz>zz=z’Widerspruch = Eindeutigkeit
.. 0<y<z = yi*<yz<z?
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Bem:
1.)Sei [0,0)=[x€R|0<x}, dann ist f£:[0,0)—[0,0) definiert durch
xa £ (x)=x? eine Bijektion mit Umkehrfunktion (0<x,<x, = x,;’°<x,%)
injektiv £ : [0,0)>[0,0) xa Vx
f: Ri—-R,, xax* ist bij, d.h. I Umkehrfunktion f*:(y)=¢;
Quadratwurzelfunktion
2.)a)a,b=0 = Ja vVb=1ab
Bew:/a , Vb =0 (Ja /b)*=(Ja Vb) (Ja Jb)=(Ja )’ (Jb)’=ab
Wegen der Eindeutigkeit der = Jab=a /b
B)0<a<b = Ja<b
Bew:Annahme ./gq >./6p =0 = a>b Widerspruch
) Va? =) =lal
Bew:da a’=(-a)?=0, a=0 = ,2=a, a<0 = /2 =(-a)? =-
Ja? =G a3 =lal
3.)Die Funktion f:R.-R,, xax? ist bijektiv,
d.h. 3 Umkehrfunktion £ Jy (Wurzelfunktion)

D1.3.4 Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d: XxX— R, heiBft Metrik
auf X, wenn fiir beliebige x,v,z€X, die folgenden Axiome erfiillt sind:

1.) d(x,y)=0 & x=y

2.) Symmetrie: d(x,y)=d(y, x)

3.) Dreiecksungleichung: d(x,vy)<d(x,z)+d(z,Vy)

S1.3.3 Positive Definitheit
d: XxxX—»R = d(x,y)=0

Bew: O=!¥d(x,x) <= 1—(d(x,y)+d(y,X)) =
2 D1.3.43.) 2 D1.3.42.)
1
5 (d(XIY) +d(XIY) )=d(XIY) = d(x, Y)ZO

D1.3.5 (516)

(X,d) heibBt metrischer Raum, wenn d eine Metrik auf X ist. (Manche Autoren
fordern zusatzlich, dass X#0O .

In der Praxis bezeichnet man zumeist X allein als den metrischen Raum,
wenn aus dem Kontext klar ist, dass in diesem Raum die Metrik d benutzt
wird.)

Eine Abbildung vom Raum in sich selbst heilt Isometrie, sofern sie die
Metrik erhalt. Figuren, die von einer Isometrie aufeinander abgebildet
werden konnen, heiBen kongruent zueinander.
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