1.8(1000) Arithmetisches und geometrisches Mittel

D1.8.1(1000) Fir xi,...x,€ER, heilt

n

A(xl,...xn)zl/rlz: xy das arithmetische Mittel der Zahlen xj.
j=1

Falls alle x3=0 sind, heilt

n
n
G(xu...xn%=dIIxj das geometrische Mittel der Zahlen x;.

A(Xy,.x,)
G(x

*Bew: Idee n=2 Induktion ntrn+l

S1.8.1(1000) min{x.,...xX,}=<
X

] <max{ Xi,...X.}

19009 %y

Der nachste Satz zeigt, dal das arithmetische Mittel immer der groRere der
beiden Mittelwerte ist. Fir n=2 bedeutet das geometrisch, dass der
Flacheninhalt eines Rechtecks mit festem Umfang dann am groBten ist, wenn
b 55 [oc
. . a+ cc
es ein Quadrat ist: > > \ab , 5 d22 ,

c
—

denn dann sind die beiden Werte

gleich

S1.8.2(1000) AGM Ungleichung

XipoeooeXy20: G(X1,...%y) SA(X1,...X%X,) und Gleichheit tritt genau dann

ein, wenn alle x; gleich sind.

Bew:Satz trivialerweise richtig fir n=1, und wir zeigen induktiv die
Richtigkeit flir n=2.

1 2
#n=2: (E-(X1+X2))22:(VX1X2) S X 2% X+ X1 ZAR K, © XP-2X XK, +x,2=>0 ©

# (x,-%,)?>0 d.h. Beh richtig fur n=2..
Offenbar ist die Beh stets richtig, wenn alle x;=0 sind, und
deshalb sei angenommen, daB A(Xy, ...%X,)>0 ist.

n

Fir A>0 ist immer 2: AX=A le,...,kxn)=7\-l E: X=AA (X1, « . - Xp) ,

n k=1 n =
n n n
H)\ (x,) =G (Axy, ..., Ax)=AA"1(x)=AG(x:,...x), G=A, AG=AA
k=1
und deshalb koénnen wir o.B.d.A. A(xl,..g%}=l voraussetzen
(durch A herbeigefiihrt) . 7

Falls alle x4=1 sind, ist nichts meh;/ﬁu zeigen (A=G=1), und
deshalb sei jetzt angenommen, dass/X¢l =
d x,..=1-0 sowie x, l+B, mit o, B>O

Wegen 1==H 22 4% C>IF=§: %y folgt daraus, mit X;71=1+B—a=xmﬂ+xn—l,
k=1 T ~4=l

— ' n— \\ *

Z xj+xn_1=z xj+xn_1+xn—l=z x;5-1=n-1 ist (wobei die Summe fur

n=2 leer ist, also den Wert 0 hat).

-2

# A(Xn, oo eXnooy X =L Z PR S =L Z Xy +R,Tx,—1) =
-1 3 -1 3
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1
# siehe auch ###
Aus der Induktionshypothese, angewandt auf die Zahlen

n—2
X1y +++Xn2,X,_; SchlieBen wir dann , dal xnﬁrlI x;<1. Es ist aber
j=1

Xp1 * X =1+p-o-ap<l+p-a=x

n n—2 n
H X =XnXno1 H X <X 4 X <1 = H X <1.
k=1 k=1 k=1 k=1

###Das Vorlesungsmanuskript konnte ich nicht vollstdndig verstehen,
#deshalb ein Versuch einer eigenen Formulierung:
# Induktion von n-1 nach n:

# THYP n=1:Ai(Xy, .o Yoo X poy ) 1260 (Xay oo o Xy X

_, woraus die Beh fiur n folgt

=
|
N5

n-l)

# IS n-1+1:A (X, ...X,) =1, wegen %N{*x¢=1+ﬁ—a—aﬁ<l+ﬁ—a=x;_l

n n—2 n—2«\ n
! A
# II &Fxp%ﬂII &Fan,rl>%51 = II x<1l = A<G
k=1 k=1 k=1 k=1

Andere Formulierung:
//D1.8.1 (1000) FUr x;,...X,€ER, heiBt//

n
// A(xl,...xh)=l/71§: x; das arithmetische Mittel der Zahlen x;.//
<« =1
// Falls alle x;=20 sind, heiBt// 1

L | n
n
// G(xl,...xJ:%JIIxj das geometrische Mittel der Zahlen x;.//
I j=1

b A(xy,...,x,)
//81.8.1 (1000) 'min{x:,...x,} < "o<max{ Xi,...%Xa}//
| G(x,,..0,x,)
//S1.5.6 (715) XFR, x=>-1, né€EN, (1+x)">1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//
o | a+...+a,\"
Aquivalente Fokm a;*..a,=< ___7T___ . ar1*..a,=0.
[

Um Triviales z¢ vermeiden sei a;*..a,>0.

al1|
n=1: a, < T :=a1.

[ a+...a, nf 2 n
#IH n: 3' O<a:=——, o= Han = OLnZH a,=a;*..*a,
D181~~~ _ n n=1 n=1

n—n+l:Sei a,:>a;.a, = (Imdices koénnen beliebig verteilt werden)
\ —~ -

-

-~

->_
#= anaZmag{ X;,...x,} = apg O~ _ _
)/ 1.8.1 -~
dpq— @ dp,— _nata,,, a+..a.*a,,,
=l >0 5 14 - - =
(n+1)a (n+1l)a (n+1l)a (n+1)a $1.5.6
[
X
a+..+a_  \"* a. —a a.+...a +a a
1 n+1 Zl-l-(n-l-l) Lzl-l- 1 n n+1 > n+1 -
(n+1)a (n+1)a a a
R — [ —
1+x X
1
a+..+a+a ., \" a
1 n n+1 +1
Zanﬂ.”_ =0 A, = a,;*...a,%an .
(n+1) a o
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$1.8.3 (1002) Fur a=0, a#1, n,peN und 1<p<n gilt immer

v parln=p) . p _, _n-p pa
n n n n

n n n
Bew:Folgt aus der AGM Ungleichung, l/nz X5= ij ,
j=1 j=1
angewandt auf die Zahlen xy=a bzw =1, fir 1<j=<p bzw p+t1=<j=<n
(x1=...%p=8, Xpi1=w.Xp=1):
. L z pa+(n—p)
\/ap1" p Sl/n(z a+ z 1)y=———

j=1 j=p+l n
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Al.8.1

a)Ungleichung fir arithmetisches und geometrisches Mittel

JQES(a+b)/2 V a,b>0. Wann gilt hier genau Gleichheit?
/

/
//A1.2.9 (408) a,%éﬁl Zeige: d)2(a’+b°) > (a+b)?=>4ab//
Lés:(ggéf—ubZ(gzéyﬂ) mit ,=0, < a=b

=0 & a=b
/ 2 2
b 2 U N
djh(g%—) 275=(¢abﬂ

U

A

=
N

[ S—
yatb
2

|g§E|ZI¢EBI=vGB da a,b>0 nach Vor. und ,=, © a=b
9

b) Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung fiur n,peN mit n>2p,
Wnp<l+2p/JH. Anl:

dass
Setze x;=Vn fir 1<§<2p
2p o // n
L6s:Anl = IIV#==(Jn)1”=nE(/Setze x;=1 flr 2p<j=<n, dann II xy=nP.
. e . — j=
- f‘l“. __’”_1;4::———-—_—i;"/ ] j=1
— n - < . -7
?/np_\/ij =G (%] o X LA A (%e) .o .x0)=1/0 ), %=
=1 7 7 j=1
2p 7 & — 2
1/n(z n+ Z 1)=1/n(2p\/n+(n—2p))=—B
j=1 j=2p+1

+1—2p/n<2p/Jﬁ+&
Vn
c)Fir x.,.

1
. .Xn>>0 llejj3t, H (Xl, -Xn)-_

= das harmonische Mittel
A(1/x,,...1/x,)
der Zahlen x;.

Leite aus der AGM Ungleichung ab, dass
H(x1,...%1) <G (X1, ...%X,) gilt, mit =

genau dann,
1
1 1

wenn alle x; gleich sind
Y —— "
|
Los:H=— < |

n

ij =G (X1, . ..%X,) .
=1

A = G(1xy,..010x,) m“/’%) :C

=1
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