A0.1.1
a)Es seien A,B,C Mengen. Zeige: CCA < AUC = A
#Vorbemerkung:Es wird wiederholt DO0.1.3,Beml benutzt:
M;=M, & McM, und M,cM,
Bew: Z.z.(.)CcCA = AUC=A (..)AUC=A = CcA
(.)AUC D A: oder x€C = x€AUC und
AUC < A: xe&

xeEC o x€EA

kiirzer: x€AUC < x€A oder xe&C & xXEA

D0.1.41 CcA
(..)Seli x€C = x€A oder x€C < xe AUC = x€EA.
DO.TA 1) .

=A
Also CcA

b)Es seien A,B,C Mengen. Zeige: ACB < ANB = A
Bew:Z.Z:(.)ACB = ANB = A (..)BNA = ACB
(.)Unabhédngig von ACB gj wWegen x€BNA = x€B und x€A =
XEA = BNA C
BNA D A: xEA = XE€B und xX€A < XEBNA

D0.1.4 2.)
kirzer: x€ BNA = XEA und XEB < XxXEA

D0.1.4 2.) AcE

(..)xXEA = xXEBNA = x€EB und X€EA = x€B. Also ACB

DO0.1.4 2.)

andere Formulierung
(.)Es gilt flur beliebige Mengen A,B:ANBCA
(denn x€ANB = x€A und xX€EB = X€A)
Es sei AcCB. Z.z. vgl oben : ACANB
Sei X€ACB = x€A und xX€B x€ANB = x€ANB

(..)Es gelte ANB=A . Z.z.: ACB
Seli XE€A und X€B = xXEANB = xE€A und xXEB = XEB
(.) und (..)= Beh

A0.1.2
Finde diejenige Menge A, deren Potenzmenge so wenig Elemente enthalt wie
nur méglich
Los:Die Potenzmenge einer Menge ist niemals leer, denn sie enthalt
immer die Teilmengen © und A; diese sind genau dann gleich, wenn
A die leere Menge ist. Also gilt: Ist A#@ , so hat Py,
Mindestens 2 Elemente. Daher ist die gesuchte Menge A=0Q

A0.1.3
Charakterisiere alle Mengen A,deren Potenzmenge genau 2 Elemente hat

A0.1.4
Charakterisiere alle Mengen A, deren Potenzmenge nur endlich viele
Elemente hat

A0.1.5
Seien A={aj;,a}, B={b;,b,} und M=AxB={ (ai,bs), 1i,j=1,2}.
Bestimme die Potenzmenge von M.



A0.1.6
Seien A; Mengen mit n; Elementen fir 1<j<n. Bestimme die Anzahl der
Elemente von A;*...*A,.

A0.1.7

In der linearen Algebra wird R®” meist als Menge der Spaltenvektoren der
Lange n definiert. Wieso ist die streng genommen nicht gleich dem
kartesischen Produkt R* ...R (mit n Faktoren)?

A0.1.8
Zeige:Die Menge aller reellen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten kann man
als kartesisches Produkt von R®» mit sich selber (m mal) auffassen.

A0.1.9

Es seien A,B Mengen. Zeige:

a)P@a)n P (B)=P(ANB)

//D0.1.6 (5) P(M):= [A] acM}//

Bew:MeP(A)N P (B) & MeP(A) und MEP(B) <« McA und McCB g

-

DO0.1.6 Beweis siehe unten*

McANB & MeP (AN B)
DO0.1.6

* MCA und McB < McCANB
s~ Sel x€M = xXxEA und xX€EB = xXEANB

McB,Mc A

,<Y Sel xeM => XEANB = x€A und x€EB

b)P (A)U P (B) cP (AUB)

//D0.1.4 (4) 1.)MUM,:=[x|xEM;, oder x€M,}//

//D0.1.6 (5) P(M):= [A] acM}//

Bew:MeP (a) U P (B) & MeP(A) oder MEP(B) = McA oder McB =

DO0.1.4 1.) DO.1.6
(Umkehrung stimmt nicht, siehe c)

MCAUB < McP (AUB)
DO0.1.6

*x€EM = x€A oder x€B = x€AUB
Anschauungsbeispiel

PN

‘e" I <A oderB

c)P(A)UP(B)=P(AUB) gilt im allgemeinen nicht (anhand eines
Gegenbeispiels)
Los:A={al, B=[b], a#b, AUB=|a,b}
P(()UP@B)=(o,(allule,(Bll=(0,,B]|=(0,(al(bl|#[ @, [al(bl{a, b}]|=
P@auB). AlsoP((a)U P (B) #P (AUB)



Bem:Wenn man den Bew b genau anschaut, so sieht man, dass nur an
einer Stelle keine Aquivalenzumformung gemacht wurde.
McA oder McB = McAUB. Hier gilt die Umkehrung nicht
(z.B. A=[a}, B=[b], a#b und wdhle M=AUB) Deshalb konnte in
b) kein ,=, stehen.

A0.1.10 Seien A,,A,,B;,B, Mengen. Zeige:
a) (A1xA;) N (B1xB,) = (A1MNB1) x (A,NB,)
//D0.1.4 (4) 2.)MNM,:=[x|xEM;, und xE€M,//
//D0.1.7 (5) M;*M, := [(x,y)| x€M;, und y€M,}//
Bew: (X1, Xz) € (A1*Az) N (B1*By) © (X1, %) EAYA; und (%1, X2) €Bi*B, & 2
DO0.1.4 2)) D0.1.7)
(x:€A; und X,€A,) und (xX:€B; und x,€R,) <
(x €A; und x:€B;) und (x,€A, und XxX,EB,) N
1 D0.1.4 2)
x,€EA;NB; und x,€EA,NB, N (X1, X5) € (A1NB1) x (A,NBy)
D0.1.7)

b) (AixA,)=0 & A,=0 oder A,=0

//D0.1.7 (5) MI*M2 := [(x,y)] x€M, und y€M,}//

Bew:dazu aquivalente Aussage (A*A,) #0 & A;#0 und A,#0
(A*A,) #0 < I (a,a,) € A*A, o © 1 a;€A,und I a,€A;, ©

war
A;#© und A,#0O

Andere Formulierung:
,=, Sel(A;*A,)=0. Annahme: A;#©@ und A,#@ = 31 a;€A; und 3 a,en, =
(a1, az) €A1*A, Widerspruch da (A;*A;)=0. Also Annahme falsch,
d.h. A;=0 oder A,=0
,<Y Sei A;=0@ oder A,=@. Annahme: (A;*A,)#0 = (a;,a,) EA*A, =
d a.;€A, und 3 a,€A, > A0 und A, #0O.
Widerspruch, also Annahme falsch, d.h. (A;*A,)=0.

c) (.)Wenn A;CB; und A,CB,, so A;*A,CB,*B,;
(..)im Falle A;*A, #© gilt :auch die Umkehrung
(d.h., wenn Al*Achl*Bg, ISO Achl un(j./Achz.

Bew: (.)Z.z. A,CB;, und A,CB, ¥ A *A,CB;%E,.
Sei (x1,X,) EAL*A, = X,€EA; und XZEA; = X,:€B; und x,EB, =
// Achl’Azcsz

(x,,%,) € B.*B, d.h. Al*zsxchl/*/é2
(d.h. wenn A, *A, C Bl*Bz,/SO A,CB; und A,CB,)
(..)Zusatzlich sei A *A, £Z0

Z.z. A*A,CB,*B, = A,€B; und A,CB;:

Bew von A;CB;: Sei,é;E_A; = Nach b) folgt aus A;*A, #@, daB A,#0O

= d x,EA, = (Xi,X,) EA*A, = (X1, X,) €EB1*B, = x:€EBR; und X,EB,
- A*A,cB*B,

= x;€EB; = A;CB;

Bew von A,CB, analog

A0.1.11 Setze B;=X\A; V j&€J und filhre die zweite de Morgansche Regel auf
die erste zuriick: MCM,(CM;) & M,¢©cM; €

A0.1.12 Es seien A,B,C Mengen. Zeige: CCA < (ANB)UC = AN (BUCQC)

//Distributivgesetze (8): M, U (M;NM;) = (M;UM,) N (M;UM;)//
//D0.1.4 (4) 2.)MNM,:=[x|xEM;, und x€M,//
Bew:, =" Sei CcA. Z.z (ANB)UC= AN (BUC):

\ .



(ANB) UC = (A4 V) N (BUC)=AN (BUC)

Distributivgesetz =A.da C A4
»<Y Sei (ANB) U C = A N (BUC) Z.z CCA
Sei x€C = x&€ /ANB~-oder xe€C & xe€ (ANB)U C

= xX€E A x€ (BUC) = x€A d.h. CcA
D0.1.4.2 2)
Widerspruchsbeweis:

Sei x€C. Annahme x&A (= x&€A oder x&BUCQC)

x€AN (BUC) = x& (ANB)UC

(d.h. nicht (x€EANB oder x€C)) = x&ANB und x&C =

X &C Widerspruch, also ist die Annahme falsch, d.h. x€A
(Wir haben gezeigt: x€C = x€A)

A0.1.13 (Siehe auch Distributivgesetze)

Seien A,B und C Mengen. Zeige:

a)AU (BNC)=(AUB) N (AUC)

Los:x€EAU (BNC) & x€EA oder XEBNC < xXEA oder (x€B und x€C)
o (x€A oder xX€B) und (x€A oder xe€C) & x€(AUB) und x€(AUC) <&
X€ (AUB) N (AUC)

b) (AUB) NC=(ANC) U (BNC)
A0.1.14

Es seien A,B und C Teilmengen einer Menge X#0Q.Zeige:
a)AcCB & BCFcAC.

I18s: (.)ACB = BFcA®: Sei x€Bf d.h. xfB > xfA (sonst x€EA = xEB
Widerspruch) = x€A® = B‘cCAS
(..)Sei B°cA®,es folgt nach (.) (A%)“c (B “=> ACB

b) (ANB) *=A°UBR®
LOs:Sei x€(ANB) baf © xf(ANB) © xftA oder x¢{B <
xEA® oder xER® o xEAUR®

A0.1.15 Beweise: A\ (B\C)=(A\B)U (ANC)
#Los: V x€(A\(B\C) gilt: {x€A " xZ(B\C)} < (x€A "(x¢B " x€C)} &
# {x€n " (x¢B) " (x€A " x€C)} o xE€ (A\B)U (ANC)

A0.1.16 Mengen in einfacher Form angeben

a) X= U n [g-g,gte]
geQ €>0,eeR

Los: Sei g€Q baf = qq_gim [a-e,qte]> N [q-¢, qte]

¢ x>g = 3 e>0: x>gt+te+ (Bsp SfL%(X—q)) = X¢&[g-€., gte.]

1 x>g analog x&[g—&., g+e.]
¢ & 0 xXE N [g-e,gte]l = N [g-g, grel={q} =

€>0,e€R
X=uU n [g-g,gte]l=Uwa =Q.
geQ €>0,eeR 7=
b) Y=n U [g-g,gte]

geQ €>0,eeR

Los : Sei g€Q baf, x beliebig, &>|x-q| beliebig = x€[g-¢,g+e] =

-

unabhdngiq von'q

X€ U [g-g,gte] = Nn [g-¢,gte]=R=

€>0,eeR €>0,e€R

Y=n U [g-g,gte]l=n = R
geQ €>0,eeR qeQ g
c) zZ=uU n [g-g,gte]
g3Q €>0,eeR
Los: €>0 baf, wahle neN: n < 2¢ = =[0-¢,0+e]€ N & [n-g,n+te]€ = N
Nunb;;chrdnkt 0€Q,neQ a<Q n<2e 9Q

4



[0-¢,0+e]N[n-€,n+e]=@ = n ([0-¢,0+e]N[n-¢,n+e])=0 =

9€Q ebeliebig

Z=U n [[g-g,gte]l= N =0

g2Q €>0,eeR €>0,e€eR

A0.1.17
Def: A(Z):={(x,y)€EZ|x=y}CZ?, Zeige: XCY & A (X)cA(Y)
Bew: ,=“ Sei XCY & (a,b)€A(X)= (a,b)eEX?=XxX, a=Wa,b)€A(Y)
L, Sel A(X)cAlY) & xEX = (x,xX)EX?=> (x,x)€EA( > (x,x)eENyY)=
(x,x) EY? > x€Y

A0.1.18 X,Y#0Q, f:X-Y, f(ANB)Cf(A)N f(B) V A,BeX
Zu zeigen: f injektiv < f(ANB)=f(A)Nf(B) V A,BEX
Bew: «=»» f injektiv & yef(A)Nf(B) (Z2.z ye€f (ANB)) =

yef(A), yef(B)

d xen:y=f(x),dx €EB:y=f(x) = X=X = x=X EANB =X

finjektiv ,x,x €X

y=f(x)=£f(x )€t (ANB)

»e=" x, X €X, y:=f(x)=f(x) = yEf({x})ﬂf({x})=f({x}ﬂ{;<}) > x=Xx=
— — xIN{x} 20

~{fe) (1))

f injektiv da ye€f ({x}INf ({ )Nc })
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