Al.1.1 Zeige:

a)V aeK:a®0=0

Los: Verwendung von - siehe Konventionen.
Sei b=a®0 gesetzt. Dann ist b=a® (08©0)=(a®0)® (a®0)=b®b =
O=b-b=( (b®b) -b=b® (b-b) =b®0=b

b)Das additive Inverse -a zu einem a€K ist eindeutig bestimmt und es
gilt -a=(-1)®a, wobei -1 das additive Inverse der Zahl 1 bedeutet.
Los:Gelte a®b=0 und a®c=0. Mit den Axiomen folgt dann
b=b®0=b® (a®c)=(b®a) dc=(a®b) ®c=0®c=c, also b=c.
Weiter ist a+(-1)®a=a® (1® (-1) )=a®0 und nach a) ist a®0=0.
Also ist (-1)®a additives Inverses zu a.

c)Das multiplikative Inverse a” ' zu einem a€K\{0} ist eindeutig bestimmt
Los:Ann a®b= 1=a®c = c=c® (a®b)=(c®a) ®b=(a®c) ®b= 1®b=b = Beh

Al.l1.2

Es sei K ein Kérper und a,beK. Zeige die Binomische

Formel (a®b)?= a’®2®a®b®b’ nur mit Hilfe der Kdrperaxiome.
Hierbei ist 2: = 181 und x? = x®x fiir x€K

// D1.1.1 (300) (Al) (a®b)&®c= a® (b&®c) V a,b,c€K,//
//(M2) 1#0 und a® 1=a V a€K (M4) a®b=b®a V a,beK //
// (D) a® (b®c)=(a®b) @ (a®c)//

Bew: (a®b)’=(a®b) ® (a®b) ~ (a®b)®a & (a®b)®b =
(D) (M4)

a® (adbb) & b®(a®b)é;(a®a$a®b) ® (b®a & b®b)=

(a’°®a®b) @& (a®b @ b?) 5:((a?®a®b) ® (a®b)® b=
A1

~
~

((a’°® (a®b®a®b))® b? =
(M2

~

(2 ® (1® (a®b)) & 1® (a®b))e b2(§

(a’® (a®b)® (1 1)) b2(]\~2:4) (a’®2® (a®b) ) ® b=

a’® 2®a®b @® b? Klammern koénnen wegen (Al) und (Ml) weggelassen
werden

Genauer steckt im letzten Schritt eine Def und zwar

xOyBz:=(xBy)Bz L xB (yDz)
Al

XQy®z:=(xQy) ®z=xQ (y®z) jeweils x,y,z€K
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Al.1.3 Gegeben sei ein Koérper (K,+,*). Setze man 2:=1+1. Zeige:
Definiert man auf (K) Abbildungen ® und ® durch:
a®b=a+b+2, a®b:=2a+2b+a*b+2, so erhalt man einen Korper K*
mit Addition & und Multiplikation ®
Los:Definiere 4:=2+42=2%2=2* (1+1)=2*1+2*1=4
Uberpriifung der Korperaxiome fir @& und ®
(Al)Fur a,b,ceK gilt (a®b)®c=(a+b+2)®c=a+b+2+c+2=a+b+c+4=
at (bt+c+4)=a+ (b®dc)+2=a® (b®dc)
(A2) Fur a€K gilt a®0=a < 0+2=0 < 0=-2 d.h.0=-2 ist
eindeutiges neutrales Element bzgl a.
(A3)Es sei a€K. Dann gilt & a®(-a)=0 & a+(-a)+2=-2 <

(-a)=-a-4, d.h.-a-4 ist das eindeutige additive
Inverse zu a bzgl®
(Ad)Fur a€K gilt: a®b=a+b+2=b+a+2=b®a
(M1)Fiur a,b,ceK gilt:
a® (b®c)=a® (2b+2c+bc+2) =
2a+2 (2b+2c+bc+2) +a (b+2c+bc+2) +2=
2a+4b+4c+2bc+4+2ab+2ac+abe+2a+2
(a®b) ®c=(2a+2b+ab+2) Qc=
2 (2a+2b+ab+2)+2c+ (2a+2b+ab+2) c+2=
4da+4b+2abt+4+2c+2ac+2bc+abc+2ct+2=>
a® (b®c)=(a®b) ®c
(M2) V a#0=-2 gilt a®1=a < 2a+2*1+a*1+2=a <
a+2*1+a*1+42=0 © (a+2) (1+1)=0 & 1+1=0 & 1
d.h., 1=-1 ist das eindeutige Einselement bzgl ®
(Beachte 0®1=(-2)® (-1)=2(-2)+2 (-1) +24+2=-2=1)
(M3) V a#0 gilt a®a'=1e 2a+2a'+aa '+2=-1 &
a'(a+2)—-1-2-2a o a'= 12724 gy 13-24
a+?2 a+?2
ist das eindeutige Inverse zu a#0 bzgl ®
(M4)Fur a,beK gilt: a®b=2a+2b+ab+2=2b+2a+ba+2=b®a
(D)a® (b®c)=a® (b+tc+2)=2a+2 (b+tc+2) +a (b+tc+2) +2=
2a+2b+2c+4+ab+tac+2a+2 und
(a®b) ® (a®c)=(2a+2b+ab+2) & (2a+2c+ac+2) =
2a+2b+ab+2+2a+2c+ac+2+2 d.h.
a® (b®c)=(a®b) ® (a®c)
Facit: (K, ® ,®) ist Korper

Al.1.4 Wie sieht es mit der Losungsmenge zu RR4 fir a=0 aus?
Al.1.5 Zeige, daB(-1)?=(-1)*(-1)=1 (-a)?=a®gilt.

Al.1.6 Seien a,b,c,d Elemente eines Korpers.

a) 22 -2 (4, c20)
ac C

Zeige

Lés: (ab™l) (cd) = (ab™) (cd™?) (Nbd)(bd)_l,:aé;jb ci;id (bd) ') = (ac) (bd) .
= = =
a/b:: ad

b)
c/d bc

(b,c,d#0)
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Al.1.7 Es sei (K,®,®) ein Korper mit der Eigenschaft
x?+y?#0 V (x,y)#(0,0). Auf KxK seien folgende Verknupfungen

definiert
(X1,%X2) @ (Y1,V2) := (Xatyi, Xty2)
(X1, %) ®(y1,V2) = (X1 Vi—X2V2, X1V2tX2V1)

Zeige, daB (KxK,®,®) ein Kdrper ist

Bem:Wahlt man K=R (hier gilt: x°+y*>0 V (x,y)#(0,0)),s0 erhidlt
man hiermit, dass C=RxR ein Kérper ist.

Bew:Priife alle Korperaxiome nach D1.1.1:
® und ® sind Abb. (KxK)x (KxK)— KxK
(Abgeschlossenheit bzgl & und ®, denn
X1ty XotyYa, Xiy1—Xo¥2, X1yatxoyr €EK Vo (x1%5) , (v1, v2) EKxK)
d.h. (x1,%) @ (yi,V2):= (X:ty:1, xty,) € KxK
(%1, %2) ® (Y1, ¥2) 1= (X1¥1-X2Y2, X1¥2tXoy1) € KxK
//D1.1.1 (300) (Al) (a®b)@c= a® (b®c) V a,b,c€K//
(Al)bzgl ©® Assoziativgestz

Seien (ai,a.), (bi,by), (ci,c) € KxK bel=

((a1,22) ® (D1, b2) ) @ (C1yCo) = (anby, anthy) @ (cyy ) =

((aitbi) +ci1, (artby) +c2) : ( (a1t (bitcy) ,ast (botcs)) “#:
(Al)in K Def &

(ai,az) ® (bitcy, bote,) De{e (a1,a2)@® ((b1,b2))®( c1,C2))

//D1.1.1 (300) (A2) a®0=a YV a€K//
// Bem:2.) Eindeutigkeit 0: a®0=a, a®0=a ...0=0&0=000=0//

(A2) (Existenz der Null) Die Null in KxK ist (0,0), denn

Fir (ai, a,) € KxK bel gilt:(ai,a2)+(O,O)D§;B(a1+O,a2+O)

(A2)inK
Die Eindeutigkeit der Null folgt aus D1.1.1 Bem 2

(ar,az) .

//D1.1.1 (300) (A3) a®(-a)=0//
//Bem 3.) Eindeutigkeit -a:a®(-a)=0, a@Z;:QHEj (-a)e0 j; -a//
(A3) (Existenz des inversen Elements bzgl &)

Sei (ai,a,) € KxK bel = (a;,a,) ®(-a,-a)

Def @
= -a -a .
(ait(-ai),axt(-az)) =~ (0,0) = (_-', —-?)eKxzK ist
(A3)inK eK K

additiv inverses Element von (a;,a,) (insbesondere
existiert dieses inverse Element in KxK)

Die Eindeutigkeit des Inversen Element bzgl & folgt
aus D1.1.1 Bem 3

//D1.1.1 (300) (RA4) a®b = b®a V a,beK //
(Ad) (Kommutativgesetz bzgl ©®)
Seien Seien (ai,a;), (bi,b,) € KxK bel = (a;,a) ® (b:,by)

poe (Artbisanthy) s (bitar,botaz) < (0, 02) @ (ay, a2)
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//D1.1.1 (300) (M1) a® (b®c)=(a®b) ®c V a,b,ceK//
(M1) (Assoziativgesetz bzgl ®)
)

Seien (ai,a.), (b1,by), (ci,c.) € KxK bel=

((alla2)®(b1]b2))® (CllCZ) D2}®

(aibi—azb,, aibstasbl) ® (¢, c) -
Def ®

(a;bi—asby) ci—- (abotazbs) ¢z , (aibi—azb) ¢, + (abotazbr) ¢

[}
Kdx,Rechenr. aibici—ab,ci—asb.cr—asbicy, aibic,—asbscotabacitasbici=
(a1 (bici—bscy) —as (bicatbacy) , a1 (bicotbscy) +as (bici—bocs)

b e (a1, a2) ® (bici-boc,, bic,+b,cy) Dg@

(a1,a2) ® ((b1,b2) ®(ciyc2))

//D1.1.1 (300) (M2) 1#0 und a® 1=a V aeK//
//4.) in (M2) Eindeutigkeit 1 mit (M4)//
//RR in K 6.)a®b = 0 & a=0 oder b=0 Speziell = a'#0 V a=0 V az0//

(M2) (Existenz der Eins) Die Eins in KxK ist (1,0),

SQJD und fur (a, a;) € KxK bel gilt:
Nullin K
= a1 a,0 a 0 a,-l _

_ ) =

v +
(al’a2)®(l’0)02}® (igl_/ - r‘w‘:—‘o ht—;z

wg (M2) und Rechenr 6

denn (1,0) #

a;-0, 0+a - a,a
( ! ! 2) Rech:nrinK ( L 2)

Die Eindeutigkeit der Eins folgt aus Bem4 D1.1.1

//(M3) (300) V a€k\[0/, a'ek, a®a'= 1 //
(M3) (Existenz des inversen Elements bzgl ®)

Sei (a;, a,)€ K\{0,0} bel =

! " a . . . . .
P 7 ;) 1st multiplikativ inverses Element von
a; ta, a; +a,

(

a4 "3,
(ai,az), denn (7 A Z)EKXK
a; ta a; + a,

(Wie findet man dieses inverse Element (bi,b,)€ KxK?
Ansatz: (a;,a;)® (b;,b,)=(1,0) < ab;-ab,=1,ab;—a;b,=0
< bi=a;/ (a:’+a;?), by=-a,/ (a.’+a;?)
Beachte a;’+a;?’#0 nach Vors)

& "4,

2 21 2 2 -
a, ta, a ta, DIe

und (ai,az) ® (

a -a -a a —
(ar - a : a, L +a ) =
1 —d»2 1 2
ai + a; af + a; ! ai + ag af + ai Re chenrinK
2 2
a ta, a8, taa . .
=)=(1,0)= Eins in KxK

a+a al + a
Die Eindeutigkeit des multiplikativen inversen
Elements folgt aus Dl1.1.1 Bem 4

//(300) (M4) a®b=b®a V a,b€K//
(M4) (Kommutativgesetz bzgl ®) Seien
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(ai,az), (bi,by) € KxK bel = (a1, a) ® (b1, by) D;T@

n (biai-b,a,, biaz+tb.a;) D“FZ

ef ®

(a;bi—asb,, aib,+asby) «
(M4)

(b1, 02) ® (a1, az)

//(300) (D) a® (b®c)=(a®b) @ (a®c)//
(D) (Distributivgesetz)

Seien (ai,a.), (bi,bs), (ci,c,) € KxK bel =

(a1,a2)® ((b1,by) ®(ci1,C2)) D;‘;@ (ai,a2) ® (bi+cy, botes) D;@

((ai (bit+cy) - (az (betcy) ,ar (betcy) +az (bt c1) )=
Rechenr., Axiome, insbes (D) in K

(aibitaici—azbr-azc,, aibs,taicotazbi+asc) -
Re chenrinK

((aibi-azby) + (aici—azcy) , (aibstasb:) + (aicytaszcy) ) D:/:'ea

(aibi-azb,, aib,tasby) @ (ai1ci—azc,, aicetasc:) D:;

((a1,22)® (by,b;) )@ ((a1,a2) ®(cy,C2))
beachte: ® bindet starker als & (Punkt vor Strich)

Bem:Wahlt man K=R, (hier gilt: x°+y*>0 V(x,y)#(0,0)),so erhalt
man hiermit, daB C=RxR ein Korper ist.

In C=RxR schreibt man anstelle von (xi,x,):x+1y wobei

i=(0,1)

Anstelle von ® und ® benutzt man die Symbole + und *, also
(x1+1x2) + (yatiyz) 1= (X1ty:) +1 (X2ty2)

(X1+1x2) " (yitiy2) 1= (X1y1=Xo¥2) +1 (X1Y2+Xoy1)

Nach Al1.1.7 ist (C,+,*) also ein Korper,

d.h. man kann wie
gewohnt rechnen. Beachte noch:

i=(0,1) di%=i*i=(0+1%i)* (0+1*i) =  (0:0-1*1)+(0*1+1*0)i=

Def von -
-14+40*i=-1 also i’= -1
i*=(0,1)*(0,1)=(0-1,0+0)=(-1,0)=-1
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Al.1.8 Es sei (G,*) eine Gruppe und a€G (fest). Beweise, dab die
folgenden Abbildungen bijektiv sind, und gib jeweils die zugehorigen
Umkehrabbildungen an:

Bem:Wir zeigen die Bijektivitat wvon fj(j€{1,2,3}) mit

Angabe eines g;:G—G mit g;0 f;=ids=£f; 0 g;
Dann ist f57" = gj

Bem:1.) (M1), (M2),M3) bedeuten, (K\[0],®) ist Gruppe,

die wegen (M4) Abel’sch ist

a)f,:6-G, xbx?t (x?! sei das inverse Element zu x in der

Gruppe G)

//A0.2.19 (206) X, Y#© & f:X—=Y Abb Zeige://

//c)Beh(.)f bijektiv & 3 g: Y—=X mit go f=id, fog=id,//

// (..)g eindeutig g=£f7* //

//D0.2.6 (203)//

//Bem:3.)f: X—=Y bijektiv g: Y—Z bijektiv = //

//go f: X—Z bijektiv und (go f)? = floqgl//

Los:y=x"t & x=y! fi(x):=x"!

Sei g;:=f; = (g:0 f;) (x) — (f10 £1) (x)= £,(f,(x)=£f,(x7")=

fi=g
— —2
(X_l)_1 =X V XEG = glo f1 = ldG und flogl _ glo flz ldG A0.2.199)
fi=g
fl bljektlv und fl_lzfl (:gl)
b) £f,:6—-G, xPa*x
Los:y=a*x & x=a '*y
f,(x):= a*x. Definiere g,: G-G g,(x)=at*x =
-1
(9,0 £) (x) =g, (£, (x)) =g, (a*x) =a~"* (a*x) =2 *@ ) "Xy v yeq
e...1
und (£,0 gy) (x)=£,(g.(x))=f;(a"*x)=a* (a'x)=x =

g: 0 f2=idg=f20g2 = 1, bljektlv und f2_1=g2

c) £5:G—-G, xbHx*a
Los:f3(x)=x*a Definiere g;:G—-G, gs3;(x)= x*a > = = analog a),b)
= g;0 f3=ide=f;0 g;=f; bijektiv V f;!'=g; =
(950 £3) (x) =05 (£3) (x) =g (x*a)=(x*a) *a™ =x* (a*a™!)=x*1 = x
V x€G und (f304gs) (x)=(fs(gs) (x)=Ffs(x*a™)=(x*a™)*a=
x* (a*at)=x*1=x V x€G

1
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Al1.1.9 Es sei K ein Kdrper und a€K (fest). Auf K seien die
Relationen | und ~ wie folgt definiert:
xly: © 3 ceK mit y=c*x
x~y: @ al(x-y)

a)Ist die Relation | reflexiv, symmetrisch, transitiv?

Los:1. Mbéglichkeit

//(RR) in K (304) 1.)... a®l=1®a=a V a€K ...//

//6.)a®b = 0 < a=0 oder b=0 Speziell = a'#0 V a#0//
(.)| ist reflexiv: x|x V x€K,

denn x — 1*x V x€K (d.h. Wahle c=1€K)
Rechenregel 1.)

(..)] ist nicht symmetrisch:es gilt 110

(denn O gf 0*1, wahle c=0€K) aber 0+1 (d.h. nicht (0]1),0 teilt
nicht 1), denn falls 011,

dann 3 c€K mit 1 = c*ngO Widerspruch da 1#0

(...)] ist transitiv:Es sei x|y und vy]|z,
d.h. 3 cic,eK: y=ci*x und z=c,*y =
(c,* ¢))

Z=C,*y=C,* (Cc1*x)  — 2 Y *x und c;c,€EK = x|z
(M1) e

Bem:Die obige Rechnung stimmt immer noch, wenn K durch
einen kommutativen Ring ersetzt wird (z.B.Z)

2.Mo6glichkeit: Wegen x|y V xeK\[0}, V yeK
(Wahle ¢ = 2£) und (0|yey=0) gilt:
X

x|y © (x=0 = y=0) bzw (x#0 oder y=0)

= |reflexiv (da x=0 = y=0)
Inicht symmetrisch (z.B. x=0 und y=1)
|transitiv (aus x=0 = y=0 und y=0 = z=0
folgt x=0 = z=0
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b) Zeige, daB ~: x~y: © a| (x-y) eine AR ist und bestimme alle
AKn. (Hinweis:Unterscheide die Falle a=0 und a#0)

//Eine Menge R mit zwel inneren bindren Verkniipfungen ,+“ und//
//,*Y auf R ist ein Ring, wenn gilt://

//1.) (R,+) 1ist eine abelsche Gruppe, mit 0 als neutralem //

// Element;//

//2.) (a*b) *c=a (b*c) ; //

//3.)V a,b,c ist a* (b+c)=a*b+a*c (a+b)*c=a*c+b*c.//
//4.)kommunitativer Ring: a*b=b*a//

//G Menge, (G,0), O :GxG—G heiBt Gruppe, wenn folgende //
//Axiome erfiillt sind://*~<_
//Y a,b,c gilt (a0b)o c=ao0 (bo~a)//

//3 eeG, V a€G:ao0 e=eo0 a=a// T~
//V a€G: J a-1 mit ao a-l=a-loa=e // ~~<_
//G abelsch:zusdtzlich gilt ao b=bo a Abgeschlossenheit//

//D1.1.1 (300)//
//(Al) (a®b)@c=a® (b®c) V a,b,ceK (A2) a®0=a V alK//
//(RR) in K (304)//
//1.)a®0=0@a=a, a®(-a)=(-a)@® a=0 V aeK
// a®l=1®a=a V a€k, a®a’l=a? ®a V a#0
Bew:1. Moglichkeit benutze nur Eigenschaften eines kommutativen Ringes
(z.B.Z)
xly: © I ceK mit y=c*x
x~y: & al (x-y)
(.)~ ist reflexiv:Wegen 0=0-a (mit c=0 ) gilt a|0=x-x = x~Xx
(..)~ 1ist symmetrisch: Sei x~y = alx-y = $§ ceK: x-y=ca =
y—x=—(—y)—x=—(—y+X)=—(X+(—y))=—(x—y)=—(ca)=€:f)a = aly-x

IK
= y~x
(...)~ dist transitiv: Seien x~y und y~z = alx-y und aly-z =
= $ c;,c€EK mit x-y=ci;a und y-z=c,a =

x-z — (x+0)-z = (x+((-y)+y)) -z — ((x+(-y))+y)-z=
(A2) Rechenr1) (A1)
((xt(-y))ty)+(-z)=(x+(-y))+(y+(-2))= (x-y)+(y-z)=
(C1+C2)
ciatcra= af(ci+cy) = _ a= al|x-z = x~z

IK

2. Moéglichkeit
1.Fall:a=0: x~y & x=y
(denn:0|x-y & § cekK Y

=x+(-y
~ ist AR da = eine AR ist
2.Fall:a#0: x~y V x,y€EK denn a|x-y & § ceK: x-y = c*
wahr V x,yeEK (Wahle c= (x-y)* a!, beachte a#0)
x| ,fallsa=0
K ,fallsa0

Es macht wenig Sinn, diese x~y Relation in K zu
betrachten.

=c*0=0 & x=-(-y)=y) =

a
d.h. ~ AR

AK: x|.= [yeK |y~x}=
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	A1.1.1 Zeige:

