Al.2.1 Zeige: Aus a<b folgt a<(a+b)/2<b

Al.2.2 Zeige: Ist a=0, und gilt V &£€>0:a<é€, so folgt a=0

+
A1.2.3 a,b,c,de(K,>), b,d>0, =<= so gilt =<22°c<S
b d b b+d d
Lés:b+d>0 und 1/b, 1/d, >0 =
b+d
2.2%C o a(btd)<(a+tc)b © abtad<abicb © ad<chb & =< und
b b+d b d
ATC S & (atc)d<(btd)c © ad<bc & Z<< .
b+d d b d

Beide Ungleichungen sind agquivalent zu §§<£§, was nach Vor

richtig ist. Also folgt die Beh.

//A1.1.3 (303) (K,+,%*). a®@b=a+b+2, a®b:=2a+2b+a*b+2,//
-3-2a

// K* :® und ® ... 0=-2, -a=-a-4, 1=-1,a'=—— //
a+?2

Al.2.4 Kann der Koérper (K,®,®) aus Al.1.3 angeordnet werden?
//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf K R:=<,Anordnungsaxiome://
// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //

Los:Wir verwenden die gleichen Ordnungsrelationen wie beim
urspringlichen Kérper. (01l) und (02) gelten unverandert weiter,
unabhangig von den Verknipfungen
Zu (03) :Es seien a,b,ceK mit a<b

a)aedc<bd®c:
a<b = a+t+c+2<b+c+2 = ad®c<b®c
b)Wenn ¢>0=-2 dann folgt a®c<b®c:
c+2

a<b = a(I5)<b(c+2)
>0

= ac+2a<bc+2b = ac+2a+2c+2<bc+2b+2c+2 =
ac+2a+2c+2<bc+2b+2c+2 = a®c<b®c
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Al.2.5
a)Kann ein Korper mit 3 Elementen angeordnet werden?

// (RR<) (400) 4.)a#0 = a’:=a'a>0, speziell 1>0,-1<0//
//D1.2.1 (02) (400)Aus a<b und b<c = a<c //
Los:Nein,denn:Sei K ein dreielementiger Korper =
K hat die Gestalt {0, 1,-1}, (0 und 1liegen in jedem Kérper, dazu
-0=0 und -1, wobei -1#1, da sonst 2 elementiger Korper)
(1#£0, 1#-1) .
Es gilt hier 2:=1+1=-1, denn 1+0=1, 1+(-1)=0.
Ware 1+1=1, so 1=0 weil auch 1+0=1 Widerspruch bzw
1+1=0, so 1=-1 da auch 1+(-1)=0 Widerspruch =
Annahme:K kann angeordnet werden? =

0 1=140 T 1+1=2eK=(0, 1, -1} = 0<1<1+1=2
4.) (02) ..0<1

«—
Falls 2=0 = 0(§§)2=0 Widerspruch,

Falls 2=1 = 1<2=1 Widerspruch,

Falls 2=-1 = 0<2=-1 Widerspruch zu Regel (4) =
Annahme falsch, also kann K nicht angeordnet werden
oder: 0<1=1+0<1+1=-1 = 0<-1 Widerspruch zu (01),

denn 0>-1 (ausfithrlich steht hier 0<1 und 1<-1)

Bem:Kein endlicher Korper kann angeordnet werden
(Beweisidee: 0<1<2<3...<-1 Widerspruch)
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b) Beweise:Ein Korper K ist genau dann ein angeordneter Korper,
wenn eine Teilmenge PcK existiert, so dass gilt:
(P1l)Fir jedes x€K gilt genau eine der Alternativen x=0, x€P
oder -x€P.
(P2)Aus x,y€P folgt x+y€P
(P3)Aus x,y€EP folgt xy€EP

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
//(01)V a,b€EK gilt genau eine der folgenden Eigenschaften://

// a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie) //

//(RR<) (400) 2.)a>b e -a<-b, speziell a>0 < -a<0//

//siehe auch D1.2.1 andere Formulierung//

Bew:“=, K angeordnet = (P1)...(P3) gilt
Def P:=[{x€K:x>0} = Pc K (Menge der postiven Elemente von K) =
...Rechne P(1)...P(3) nach.
o Zu P(1l):Sei x€K beliebig. Setze a=x und b=0 E;
Es gilt genau eine der drei Aussagen:
® x<0 oder ® (0<x oder ® x=0, d.h.
® -—x>-0=0 oder ® x>0 oder ® x=0, d.h.
® x=0 oder o x<OR§Z)—x>O oder ® x>0 d.h
® x=0 oder ® —-x>0€P oder ® xcP
//(03)a<b = a+c < b+c V c€K a<b und 0<c = a*c < b*c //

//(02)Aus a<b und b<c = a<c (Transitivitdt) V a,b,c€K//

) Zu P(2):Seien x,y€P, d.h. x>0,y>0 = x=x+0 fitw y+x=x+y

—
=, O<x+y, d.h. x+y€P

// (RR<) (400) (.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0 //

// (..)a>0,b<0 = ab<0, //
// (...) a<0 und b<0 = ab>0//
L Zu (P3):Es seien x,y€EP = 0<x und 0<y = 0*y<x*y = X*y€P

,<=,Sei PcK mit (P1l)-(P3) erfiullt.
Definition Relation < auf K: durch a<b: & b-a€P.
Rechne jetzt (01)-(03) nach:
(0O1) (400)a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie)

° Zu(0l) :Seien a,b€eK beliebig. Mit x:=b-a folgt aus

(P1l): Es gilt genau eine der 3 folgenden Aussagen

® x=0 oder ® xcP oder ® _* €p, d.h.
_~(b-a)

® b-a=0 (a=b) oder ® a<b oder-~® a-b€P, d.h.

° 3—3—9 oder 91@6 oder @ b<a

b- a=0(Bew Kbrperax) 4 -
Nebenrechnung:-(b-a)=a-b, denn
-x=-(b+(-a))=-b-(-a)=-b+(-(-a))=-b+ta=a+(-b)=a-b
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(02) (400) Aus a<b und b<c = a<c
(A1) (300) (a®b) ®c= a® (bodc) V a,b,ceK,

(A2) a®l0= a V a€K

(A3) aé®(-a)=0

(A4) a®b = b®da V a,beK

o Zu (02) :Seien a<b und b<c d.h.

b-a€P und c-beP (nach Def von <)

- b (b- a)
(cqep)+_:;£i€P nach (P2) DZZ<:a<c

= c-a=

ausfiithrlicher: Klammern werden weggelassen

— = + (-
wegen (Al), c-a « ct+0-a “ E_ﬁijg
(A2) (A3) .(AY)

+b-a)
=c-b
//(03) (400) (.)a<b = a+c < b+c V c€K,

(..)a<b und 0<c = a*c < b*c //
// (403) (P3)Aus x,y€EP folgt xy€P//

° Zu (03):(.)Sei a<b und ce€K beliebig, d.h. b-a€P =

(b+c) - (a+c) 2 b-a€P = a+c<b+c

A2,A3 Def <
(..)Sei a<b und ¢c>0 d.h. b-a€P und c-0€pP =
_ = b - ac

bC acKérperax,(D)de Re chenr. T gp €P (naCh (P3) =

ac<bc

ausfihrlich: bc-ac=bc+ (- (ac))=bc+ (-a)c=

(b+ (-a))c=(b-a)c)

c) Zeige,

dass ein angeordneter Korper unendlich viele Elemente haben
muss.

Al.2.6 Beweise

< fir 0<a<b

, a,beR.
l1+a 1+5D

//(03) (400)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c//
Los:Fir a=0 oder a=b ist die Beh erfiullt

Es sei 0<a<b o= a+ab = b+ab = a(l+b)<b(l+a) =
(03 (O3 1+5>0, 1+a>0
1 1 1 1 1 1
* >0 2 a(l4b) * <b (1+a) * =
l1+a 1+5D (03 1+a 1+5Db 1+a 1+5D
a b

<
l1+a 1+5D

403



Al.2.7 Seien a,b,c,d Elemente eines angeordneten Korpers.

alle xe€K, fiir die gilt:

ayr: 2«3 9 (0<a<b, 0<c, d beliebig)
b+c x+c a+c

|
Loés:1. Fall d>0 = d7'>0 ‘|
|

1 1 1 g
o 0< < < | - L atc <x+c<b+c &
b +c X + C a + c be>0= b+c>0:>b >0
a <x<b(*) = a <x<b (fotwendig)
a<x<b = (*) hinreicHhend
2. Fall d=0 (*) 0<0 <0 nje erfillt fir xeK.
3. Fall d<O0 |

|
1 1 1 . .
(*) = < < !> pb<x <a notwendig, nicht

a+c x+c b+c!
hinreichend, da a<b npie erfiullt.
v

+c

+
b)Ist b,d>0 und =<Z, so gilt =<27°%<<
b d b b+d d

. 1 1 1
Bew:Es ist b+d>0 und —,
b d, b+d

>0 =

Bestimme

2.2%C o« J(b+d)<(a+c)b © abtad<ab+ich © ad<cb = ><< und
b b+d b d
a+c<g < (a+c)d< (b+d)c & ad<bc <« i<S
b+d d b d
Beide Ungleichungen sind agquivalent zu §§<E§, was nach Vor
richtig ist. Also folgt die Beh.
c) *:x*+ (a-b)x-ab>0 (a,b>0)
Los:* & (x+a) (x-b) >0 &
® [(x+a) =0 und (x-b) 0] oder ® [(x+a) <O und (x-b) <0],_ = _

® (x>-a und x>b) oder ® (x<-a und x <Db)

Al.2.8 Zeige: Flur a<b<0 ist |al>|b]|>0

-
0<a, b, - a<0<b

X >b oder x <-a

Al.2.9 Es seien a,b,c Elemente eines angeordneten Kdérpers K. Zeige:

a)aus a<b und b=<c folgt a<c

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://

//(02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K//
Bew:1.Fall b=c, a<b=c d.h. a<c
=
-

a<b(02)

2.Fall b#c = b<c
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b) latb|=lal+|b| gilt genau dann, wenn a,b>=0 oder a,b<0.
Bew:“"=,Sei |atb|=lal+|b]|..
Annahme (a<0 oder b<0) und (a>0 oder b>0) =
(a<0 uhd~h>0) oder (a>0 und b<0).
O.B.d.Afx\dZﬂ\QQQ b>0 (sonst vertausche a und Db)

= ™ \\\\ a+bfallsa+b >0
-a+b v lal+|bl=]atb]= =
Def Betrag -la~<Db), fallsa+b <0
_ _ _ =
—-a=a oder b=-b = 2a=0 oder 2b=0 T~
a =0oderb =0 , T
Widerspruch, also Annahme falsch,

angeordneter Kérper

d.h. a,b=0 oder a,b<0
,<=,Sel a,b=0 oder a,b<0.

1.Fall:a,b>0 = a+b>0 = |a+b| - a+b=|al|+|b]
Def
2.Fall:a,b<0 = a+b<0

= (-a + (-b)

Bew:-a=0, -b=>0 m?ﬂl;__ﬁﬁ__JZO = a+b=<0

latb| & -(at+b)=-a-b=(-a)+(-b)=|al+|b]|

(a+Db)=<0

Andere Formulierung:

Bew:,<,Sei a=0 und b=0 dann gilt |a|+|b|=é:L9=|a+b|.
>0
Wenn a<0 und b<0 dann |al|+|b|=%"B=|-a-b|=|a+b].
>0
"= |x|%=x? da x?°=(-x) ? (siehe auch c)

Sei |atb|=lal+|b| = latbl?’=(lal+|bl)?=]a|>+2 1 b2 =
RR

2ab=2|ab|] = ab=0 d.h. (a=0 und b=0) oder wenn (a<b und b=<0)
X - X

Hierbei wurde benutzt: x°= =|x||x|=|x|?
-x %
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c)a’<b? gilt genau dann, wenn |a|<|b]|

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
// (02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K//
// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c//

Bew:“=,Sei a’<b?.
1.Moglichkeit:

2
> ol
Annahme |a|=]|b]| = Eﬂ =a?=|al-lal & Jlal'|bl=.% = Db? =
mit (03) |b| =% (©2)

2
a

a’>b? Widerspruch, also Annahme falsch d.h. |a|<|b]

//(RR<) (400) 2.)a>b < -a<-b, speziell a>0 < -a<0//

// 3.)(.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0 //
// (..)a>0,b<0 = ab<0, //
// (...) a<0 und b<0 = ab>0//

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 3 auf R:=<,Anordnungsaxiome://
// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //
2.Mb6glichkeit:

(b-a) (b+a)=b*-a*>0 ggz)b—a>0 und b+a>0 oder b-a<0 und b+a<0 =

(b<aund b<-a)

-b>-aund-b>a

(b>a und b>-a) oder

b>|a|,insbesondere b>0, oder
-b>|al|,insbesondere -b>0, = |b|>]al
lal bl

<

<,Sei |al|<|b| =2 a’=lal’=lalla 7
” ” | | | | /ﬁ | | | | | | ©3) da‘b‘>0,‘a‘<‘b‘

o
(03) dala|<|b

7
bl 1bl=1p1%=b” d.h. a’<lallb| und |al|bl<b® 2  a’<p’

P Vgl Teil a
Hier?ef wurde benutzt:

Cx) - Ex)
x<y,0=<z = xz=<yz (Bew:1l. Fall:z=0 = xz=0=<0=yz

7 X - X
xZé{ =|x||x|=|x|? sowie

2. Fall: z#0, d.h. z>0 & xz<yz =
(©3)

XZ=<yzZ)
d) 2 (a’+b?) = (a+b) *=4ab

//D1.1.1 (300/301)//

//Menge min 2 Elemente: K //

// K,®,®): < F 2 Abbildungen &: KxK-K und &: KxK-K //

//(Al) (a®b)@c= a® (b®c) V a,b,cek//

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 4 auf K R:=<,Anordnungsaxiome://
//(03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < b*c //

Bew: (a+b)?-4ab=(a’+2ab+b?) -4ab r a’-2ab+b’= (a’+2a (-b) +(-b)?) =

RechenrinK
(a-b)*20 (wg x>0 V x€K\{0}) ., =2 . (a+b)’>4ab

0 <(a-b)?=a’-2ab+b? > 2ab <a’+b? = 4ab <a’+2ab+b?=(a+b)? <2 (a’+b?)
weill a?+2ab+b? <2a?+2b? = 2ab=<a’+b? = 0<a’?-2ab+b? = 0<(a-b)?
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Andere Formulierung fiur (a+b)?=4ab:
© a’+2ab+b’=4ab & a’-2ab+b’>0 < (a-b)?=0. Die Aussage (a-b)?=0
ist aber richtig (RR im Kd&rper) und daher auch die dguivalente
Aussage (a+b)?=4ab

A1.2.10 Beweise: —XH¥ o XL Il %, yER.
T+[x+y| = 1+[x| 1+]y]
//a1.2.6 (404) % <P iy 0<a<b , a,per.//
1+a 1+b
a b
Bew;1+x+y < x4yl < x#Hyl
|x+y| Ltlx+yl = o T#xl+y|
a b
| x| Iyl _ I« |y

- < -
L+|x[+[y| = 1+[x[+ly| = 1+[x| = 1+[y]

Al.2.11 (a,)€R, a, == a€R,a, <ceR V neN.

a) Zeige a=<c
Bew: Sei >0, NeN: |a,—al<e V n=N = a,-e<a<a,te<c+e
Annahme a>c = a>c, a<c+e = 0<a-c<e V £>0

€:= azi >0 = 0O<a-c< azi weo . .Widerspruch!
1
b) a,:=1-=<1l=c V neN.
n
Loés: a, — :a = a=c

n— oo
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