Al.5.1 Sei im folgenden a€R festgehalten. Wir wollen ein McR
a-induktiv nennen, wenn a€M und x€M = x+1€M immer gelten.
Zeige:Es gibt genau eine kleinste a-induktive Menge N,. Fir

welches a ist N,=N?

Al.5.2 Zeige flir N, wie oben 2 Aussagen, welche obiger Beh entsprechen
Al.5.3 Finde fir jedes N, wie oben eine bijektive Abb von N, auf N

Al.5.4 Zeige: 1+43+5+...+(2n+l1)=(n+1)? V neN
Los:Flir n=1 ist die Aussage sicher richtig.
Wenn sie fir irgend ein n gilt, folgt
1+3+.. (2n+1)+ (2n+3)=(n+1)?+2 (n+1) +1%=(n+1+1)°.
Also gilt die Beh auch fir n+l anstelle von n

Al.5.5 Beweise durch vollstandige Induktion:
a) Beweis n?<2® V neN, n#3.

Bew: n=1: 12<2"=2 ok
n=2: 2°<2°? ok
IA n=4: 4°<2*" ok
TH n?<2n
2
IS (n+1)?=n?+2n+1 < 2™+ M 1 <on427 141 <242 14 pn =g =il
H
Il 2 + 1) 2
a)V neN gilt: 2: k3=1+23+33+43+....n3=nm4)

k=1
n+1l
(Bedeutung )  siehe D1.5.2 (709))

k=1

1% * 22
Bew:IAnf n=1 : 13= =1
4
0 2 + 1) 2
IHyp fur ein nEN:Z k3:n(n4)
k=1
n+1l n 2 + 2
IS non+l : Y k:=) K3+ (n+l) 3=“(“41)+(n+1) 2 (n+1) =
k=1 k=1
mM+D2m+4n+4 @+D2@0+2°2
4 4

b)Sei M eine endliche Menge, |M| bezeichne die Anzahl ihrer Elemente
und P (M) ihre Potenzmenge. V endlichen Mengen gilt:|P (M) |=2".
Anl: Fir meM ist P (M)=aU (P M) \R) migrA={X€P(M):mEX}

Bew:IAnf n=1 :|M|=1 = M={m} :P(M);/{@,{m}} = |P M) |=2=2".
Thyp : [P (M) |=2™.fur ejn”neN. ..
IS n—n+l:Sei meM. ﬁﬁ;M<{m} = |ﬂ&|=n, da |M|=n+1.

Xz{)fohzeﬁn}u{m}}

P M) =AU (P (M) \A)={XeEP (M) :meX}U{XEP (M) :m&X}=
{(xeP (M) :mgxw{yeP( M ) }={YU{m}:YEP ( M ) }U{YeP(D”/l )}

\
PM) I=1]1YUW :YEP ( +|P (g |=27420=2"1,
| P (M) | | ém} SVRRARILEEVE
\
\

c)Fibonaccizahlen: Es seien Fp¢=0 und F;=1 gegeben. F, wird rekursiv

definiert durch F,.=F.+F.. hann gilt V 2 <neN:

\

\
\
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MW =%+ U5) u=%(1-5)

/20 NS - /2 5T
Fn_ - V4
1/20 ++5 - 1/20- 45 h-ou

F2=F1+F0=l+o=l

Bew:IAnfang n=2:
2 _ 2
Pamt T = A =172 (14.45) #2(1- V5
-
)\’k - Mk
IHyp :Fir ein neN gilt Fk=>\7 V 2 <k <n
- u
}\‘n+l - Mn+l ‘-v-‘: }\‘n _ Mn 7\’n-l - Mn-l
IS non+l:z.z. Fou=" 3 . , =EntF,Hehoudnst = wt A -un =
n n-1ly _ n n-1 n+l n+l
e Nl U )=k B siehe NR
A-u A-ou
NR:AD‘I')Ln_l: n_l(A’_I—:I—)_:_&_r_l___l_sz:AnJrl-
Beh: (A+1)=A 2,4~~~
bt /5 /2+1=3/2+45 /2, [1/2(1+45)]12=4(1+24/5+5)=3/2+/5 /2
analog u*+u*t=ut,
d) Y 2¥=2""-1 V neN
k=0
0
Los: n=0:  2%=20=1, 2°7-1=2'-1=1 ....ok
k=0
Indh: ) 2%=2""'-1 fir n>0
k=0
n+l n
n—n+1: Z ZkZZ 2k+2n+l 52n+1_1+2n+1:2*2n+1_1:2 (n+1)+1_l
k=0 k=0 1H

e) [ (-x)=(-1)

k=2
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Al.5.6
a)Durch das Rekursionsschema

ap:=-2, a;:=1, amn:=1/2(ayta,-1), n€EN, wird genau eine Folge (a.) I_,
festgelegt. Man gebe eine explizite Darstellung fiir diese Folge.

Anleitung:Man berechne a, fir n=2,3,4,5 und beweise sodann die sich
ergebende Vermutung.

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//

//Vor:Aus ,A; ist wahr“ V m€&N mit 1<m<n folgt stets ,A,.;, ist wahr“,// //
so gilt: Beh:A, ist wahr V neN//

Los:a,=1/2 (1+(-2)=-1/2 as=1/4 a,=-1/8 a-=1/16..

Vermutung:
n-1
Beh!af=izgfr—=(—l/2)”1 V neN,. Bew mit Indsatz 2. Fassung
n-1
A(n) : aEL V neN,.
2r1—l

Bew:IAnf S1.5.3:n=0:a,=-2=(-1/2)%*, d.h. A, wahr

IS . V DENO gllt (A(m) V mENO mit O <m<n = A(n+1))
Sei neN, fest aber bliebig
< <
(Z.z. ist: é@fl::i;LB = éﬁ:ﬂ)
Ind Hyp Ind Beh

1.Fall:n=0 a,=a:;=1=(-1/2)%=(-1/2) 1=
(-1/2) %Y1= (-1/2) wahr,
d.h. Ay = Ay, A wurde hier nicht bendtigt
2.Fall:n>1 IndHyp:a,=(-1/2)™*' fir alle m 0<m<n,

IndBeh tann=(-1/2) ™= (-1/2)"

ann=1/2 (aptan-1) ; z 1/2((=1/2)" % (=1/2) D1y =

dHyp

a1 — 1 = *
L ((=1/2) 1 C — C e > D,

(=1) (1/2) (=1/2) »'=(=1/2) (-1/2)*=(-1/2)"
//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//

//Vor: Aus ,Aq ist wahr“™ V meN mit 1<m<n folgt stets ,Am. 1ist wahr“//

// so gilt: Beh:A, ist wahr V neN//

Es wurde also fur beliebiges aber festes neN, gezeigt

A, Y meN, mit 0 <m=<n = A,

also nach Teil 2) in S1.5.3 Y neN; gilt
A(n+1) ) .

Die Vor nach S1.5.3 ist also erfiillt mit IndAnf n=0.

Damit: A, 1ist wahr Y n&€N, (Teil 1 und 2))

(A, mENy, 0 <m=<n =
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b)Die Folge (an) f:o sei folgendermablen rekursiv definiert:
ag:=3, ani:=1/2(ay,+5/a,), n=>0.
(.) Zeige:i/5<ann<a, V neN,.
(..)Ist 4/5 ’das Iﬁﬁimum der Wertemenge der Folge (a,)?
Bem:Diese Déf 1s1i sinnvoll, da an>0 d.h. auch a,#0 V neN,.

Bew dur,ch Inpluktlon
I |
n=0:a,=6B>0, ,h_m+1:aQ*1:1/2 an +5 /\a\) >O
|
| / \ \\
I ! \ N
//A1.2.10c)408)a,beK angeordret. c)a’<b?’ gilt> genau dann, wenn |al<|bl|//

//81.3.1 (501,’) Vor,l K angeord}xet TcK, T#0, séK//
// 1.)s= 1I'nf TI’ e a)s 1ist uﬁgere Schranke von iﬂ und //

// | / p)V e>0 ist s +e keine untere Sch(anke von T //
// : ' & V teT: tos und V e>0 J t.€T mt te<s +&//
1Los:Z.z. fﬁan+1Kan V neN, \\ AN

\
2 2_ 2 = |\/§|
5<‘an damlt7 \/_<*a,,, denn J35) 5\<\<31n e :ﬁ’ﬁtetpoda Yh=an>0
‘| und an/>an+1 v nEN Yo~ AN
BeW 5<a,’ Iﬁ{yp durch Induktion. nach ‘n
Ianf n=0 /5<a ?=3?=9 und ~
lai=1/2¢( ao+5/ao)—l/2(3+5/3)=’79‘\3<9/3=3=a0
IS nu,J'_)On-I—l,. a =[1/2(an+t5/a,) 1%-5=1/4( a%j—l—lO-l— (5/a,)?-20) =
’ al - 5
,’ 1/4(aZ-10+(5/a.)?)=[1/2(a.-5/a.) 1°= “2 >0,
a

n

]

/I (da nach IHyp a.’-5#0 wegen a,’>5) = a,:°>5
Beh:a,..<B, V neN,

[ 2

Bew:an—§n+1=an—l/2 (a,+5/a,)=1/2 (a,-5/a,) =

5
>0

2a

n

(nach IHyp da a’-5#0 wegen IHyp a,”>5) also a,>a...V n€N
Nach obigem ist die Menge {a,:n€ Ny} nach unten durch

.. = .= 1
J5 besch\ranktVOnstan?ﬁgkeitsax.El o:=inf{a,, n€N
AN existent in R und a>./5
\ e
Beh:o= 5=inf{an,n€No}~\ === »
~- - -l s--77" a. -5 >
Bew:Annahme:a#./5, d. h 41>7_ t:,f a’>5 = a,—a =2 =
.2.10c Zan a, = Vn
a’® - 5
> .3 =: & V neN,, wobei &>0 (da a?>5).
a, =ag =3 Vn
*a, -a, =€ > -3, ,2€-a, > a,,<a,-¢

~ —
-
-~
-~
-
-
-~
—~ —

Zu diesem & >0

~
€ =

=
S1.3.11.)
d.h. 3 neeN,: a, <a+e, d.h. a, -e<o = a, 4 <a, -&<a =

5 <an0+1<0(.. .
Widerspruch zu o>./5 untere Schranke von {(a,,n€Ny}= a=./5
«—— & —p

— I I
5 ano +1 o ano o+e

€tarneN,| da o Infimum, mit t€<o+é€,

-~
—~ —
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- 1 1
a)an:=kzz;1 E . Zeige anZE.

N 1
LOs: apa<an, 5<an<1 V n=>2,

ap—a Z 1 11 1t _ L >0 = a,>a
n n+1l = k Nl k n 2n 2n+1 2n(2n+1) n n+1l
2n—1
1 n
ir n a kgn <

, 1
(man braucht 2 Summanden, daher n>=2, groRter Summand ist —)

| = | n 1 2n—(2n-1) 1
fir n=1: a=1<1, an-== 3 —-= > —__2_ = >0
gE T e @) E K 2w 2n—-1 2 4n—2 4n—2

gilt auch fiir n=1, dann >>=>
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b) Vorbemerkung zur Induktion. Induktion kann bei n,€Z beginnen (vgl Bem
nach S1.5.3)

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor: Aus ,A. ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,Au., 1ist// //wahr",
so gilt: Beh:A, ist wahr V neN//

//Bem:Induktion kann auch bei nyEN beginnen B, :=A(n,+n-1)//

Bewelse: 25 V=EE%;—9 V neNg

v=l

//D1.5.2 (709)//

n 1
// (.) Die Summe Z a, durch Za

v =1 =1
m+l

v=l v=l
//81.5.1 (701)vollstdndigen Ind//
//Vor. V n€N sei A, eine von n abhdngige Aussage gegeben und es

// gelte 1.)"“A,, ist wahr"“ (Induktionsanfang) und//
A _ist wahr
// 2.)V neN (beliebige n€N) folgt aus , "~ "°™ auch//
IndHyp
A ist wahr
// ) “ so gilt: A, 1st wahr VneNnN//
IndAussage
( f_(Jn) = A(n+l) )
// V neN gl 1t Induktionshypothese Induktionsbehauptung ist wahr//

Induktionsschluf3 n= n+1
//Beh: A, ist wahr V nenN//
Bew:Induktion nach n€N,. Induktion kann bei jedem Element von

\ nn + 1
Z anfangen( mit A(n):“zg V=—L7;—l“)
v=l
0
— . +
IAnf n=0 : QS’V v _0-0+D wahr, d.h. A, wahr
D1.5.2 2

nzﬂ'v _(n+)((n+1)+1)

i?v _n(n +1)
IS n-—>n+1(nZO):Z.z.V:l - ) = 2 ist wahr

v=l

A, Indhyp

n
n+1 _ E vV
§ V " v =]
[A—'}

A( n+l) Indbeh

nn + 1
- (n+1) + —( )
D1.5.2
v =l nn+1)
IndHyp =———

=(n+1)+ =(n+l) (1+n/2)=

n+D)m+2

2
(vollstandige Induktion) mit Induktionsanfang
n=0 anstelle von n=1

, damit ergibt sich die Beh aus S1.5.1
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c) Z Vz_n(n +1)@2n + 1

= V HENO
v=l 6
Bew:Induktion nach né&N,
0
n=0 :Z v: O=O O+he -0+l wahr
- D1.5.2 6
n+l n =
w nn + 1) @2n + 1)
Pn+l: Z VT n+1)2+2 V2 IRAEYP (n41) 2+ 6 =
v=l
2
(n+1) 6 + 1) + n@n + 1) ey T A6
6 6
nh+1 (n+2)(2n+3):(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
6 6

n

d) [ (1+1/k)=n+1
k=1

n

Bew:Thyp : H (1+1/k)=n+1

k=1

n=1 (1+1/k)=1+1

~

=1

n—Hn+l:Es gelte H (141/k)=n+1 V neN. Dann gilt

k=1

+
—

n n

141/ = [] (1+1/K) Q+——) = (n+1) 232

ey n+1 {Hp n+1l

=n+2=(n+1) +1

~
Il
u

n

e) [ (1+x0=1+) =x. fur x, ..., x>0.

k=1 k=1
Wenn X, ...,X,=x: (1l+x)">1+nx,

Bew:n=1

1
(14x,) =1+x,=14 ), x,

1 k=1

=3
+ &
=l

n

n—n+1l: (1+xy) = H (1+xy) (14x,41) = l-I-Z Xk) (1+X41) =

k=1 k=1

Z n+1l
1+Z Xyt 203 n+1+ oo Fo>14+ Y ox, .
%/_/

k=1
>0

n

f) i' Z aiz (a,..a,>0)
k=1 =1

2 2 2
. pd x° + - 2%y + 2% X - + 2x 2x
Bew:Fir x,y>0 gilt =X Y Y v_| y) Y 22Y
Y x Xy Xy xy
Bew durch Induktion nach n
1 1 1 a
n=1: ak*z S |
k=1 j=1 3y a,
n+1l n+1l 1 n n 1 1
n—-n+l:Fur neN gelte Z ay* —=(Z axtanit) (Z —+ ) =
. a. a. a
k=1 j=1 J k=1 j=1 J n+1
n n 1 n l l n :I_
Z akz Z+an+1z Z+a Z aj+an+1—a >
k=1 j=1 J j=1 J =

n a a n
n?+ ) (—*+——)+1=n%+) n+l=n?+2n+l=(n+1)°?
j=1 a5 ann 5=1
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g k3=[n(n+l)]2
k=1 2
= 1A +1)
Bew:n=1: k3=
ew:n Z: [ 2 }
n+l
n—ntl: Z ka:[@ +(n+1)3=(n+1)2(§+4n+4):
k=l

Al.5.8 Beweise:ﬁ ﬁ ajk=ﬁ ﬁ 3k
k=1 J=k

j=1 k=1
Bew:1. Moglichkeit:
K=: 1 2 3 .. n
J=1: ai
J=2: ax ax
J=3: asz as ass

J=N: an An2 @nze - .3m

=]

j=1

n n
H A1xd2k. « « Ank ):H AxkAk+ik . » -ank:H H ajx
k=1 k=1 3=k

2. Moglichkeit:

n n n n

H ﬁ ajk:H H izk = a5= H Ak -
, . . . o

Setze ajy =1 fir k>j k=1

Al1.5.9 Es seien xi,...,%€R mit x>0 V v=1,...,n.

Beweise: ln_[ (1+xv)21+2 Xy .

v= v=l

n n n+1l
Bew: [ [ (1+xv) b+ :nﬂ)z (14} %) (14%00) 1+Z 2ot n+121
V= > —

=0
Durch vollstandige Induktion:
1 1
n=1: H (1+XV)21+X121+Z xv=1+x,
v=L v=l
n+1 n
n—on+l: [ ] (T4x) = (T+xe) [] (T+x0) (14x0) = (1+x,.)
v=L v=l
IZ X > n+l
1+Z Xyt Kpig + L i+ = 1+Z xv+xn+1—l+2 Xy=>
v=l 20
20

A(n) ist wahr
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(n+2)

j
ajk_H Aj1d92a43 .« » « A5 (a1) (az1@22) ««« (Qn1e .« - @nn) =
k=1

1<k <j <n

n+1l

v 21+Z Xy
v=l

(1+] ] (2+x0=
v=l



Al1.5.10 Es seien a;, ...,anbi, ..., 001 €C, und es sei Anrzzf Ak.
k=l

Zeige: Z akbk=Anbn+1—Z Ay (byi1=by)

k=1 k=l
[s’e} n k
Bew:Induktion nach n oder 3, A, (bui-b)=2 Y a (bui-by)=
k=1 k=1 v=l
n b - b n n
¥ avkzzo( R YT YC ) S N SR
v=l — " v=1 v=l
Teleskopsumme
oder rechte Seite:
n k
N\ N\ b.,. - b a
Anbn+l_§ Ay (byi—by) = bn+l}§ av_k:l( k+l k)vz‘:l V=

l1<vzk=n

Pos >, av=, av Y, (ua=b)= Y av(onat Y, (Dua-by)) =
k=0 v=l k=0

v=l v=L
Y a (bpatby-baa)= Y a, by:linke Seite
v=l v=l
. . ) i 1 1
Al.5.11Beweise V n€EN mit n>2 die Ungleichung 1+—<(1+—; 1)ﬁ
n n -
2
n
1 -
Bew: (1+———)" £ 14— >141, S >1+2
n° -1 Bernoulli n° -1 n — n

>1

Al.5.12

Vorbemerkung zur Induktion. Induktion kann bei n,€Z beginnen (vgl Bem nach
S1.5.3). Beweise:

a)n?<2" ¥V neNy\{3}

//A1.2.9 (408)a)aus a<b und b=<c folgt a<c//

Bew:n=0, 0?=0<1=2°, n=1:1%=1<2=2', n=2:2%<2?, n=3:3%§23
n’<2® ¥V neN, n>4 wird unten durch Induktion nac
bewiesen. Dazu bendétigt man Lemma:
2n+1<2® V neN, n=3 Induktion nach n

n noch

n=3: 2:3+1=7<8=23% wahr
7 yn+1:2(n+l)+1=(2n+1)+2 = 27+ 2 < ogngpne gegnopa
n=3 IndHyp <P
Also: 2(n+l)+1<2™'(mit Al1l.2.9 a)
>
Bem: 2<20=(1+]1)nkernoullilngl j1n>2 Y neN
Noch z.z.:n’°<2" V neN,n>4...Induktion nach n
n=4: 4’°=16<16=2* wahr
2 +
 bn+l: (n+1)?=L +2n+1 F ony &Lt
n=4 <" IndHyp Abschatzung <" siehe oben da n>3

<2742°=2""1 = (n+1)?2<2n*?
Bem: Genauer gilt n?<2® V neN,, n>=5 oder ne{0,1}
n?=2" fiir ne{2, 4}
n?>2" fir n=3

2n

2n - v+1
o 3EV 3Ly e,
v =l

v=n+1 VY
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//D1.5.2 (709) )} a,:=

v=1

m+l

v=l
Bew:Induktion nach n

20, qyVv+l
n=0: ZL

S

Z; Z wahr
= v  Dl.5.2 Dl 5.2 ~= v SV
2n+1) (_ 1)\/+1 V+] gerade ungerade
nHn+l: E )+ (= 1) CmD* 4 (2 1) Gre
— v 2xD1 5.2 <=
- v 2n+1 20 +2
2n l l
Z V7 2 ]_ 2n+1 1
—n+1V n + _ n .
e ! E — |1 1 2 n+l=
_—
_2ﬂ+1 i 4/ 2D +/Z V:n+2V 1L_+L
Z J 2 n+l  2n+2
—n+1
2n+2 2n+1)
E 1/v= E 1/v
v=+2

v=n-+1)+1

1, falls k gerade
* (_l)k:{ g

(Bew. durch Ind nach
-1, falls k ungerade

Z l/v+

v=n-+1

2n+1

= gg'l/v

v=n+1
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Al.5.13 M=

2
nm1EN]
2H

M={1/2; 1; 9/8; 1; 0,78125; 0,5625,..}...Vermutung:
Beh:inf M=0, min M existiert nicht ,sup M=max M=9/8

//A1.5.12 (715) a)n’<2" ¥V nen,\[3]
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o, seK

// 1.)s= supT: © o)y 1st obere Schranke von T und
// B)V >0 ist § -¢ keine obere Schranke von T
// e V teT: t<y und V e>0 F t.€T mit t.>g -¢
// s = 1inf T:< «a)s 1st untere Schranke von T und //
// p)V e0 ist s +e& keine untere Schranke von T//
// e V ter: t>2s und V 0 3 t.€T mit t.<s +&//
// 2.)d maxT < 3 supTeK und supTET: maxT=supT//
// d minT < 3 infTeK und IinfTET: minT=infT//

2 2
Bew:(.)§:4£l V neN\{3} nach A1.5.12 a), fir n=3:§%—=9/8 1;;@

2
g%-s9/8 V neN und 9/8eM Dgzwxmax M=9/8 _;zZJsup M=9/8.

S1

2
(..)§;>O V neN = 0 ist untere Schranke von M
Noch z.z.* VE>0 3 m€ eM mit m€ <€ . Dann folgt aus S1.3.1 1.)

—

S1.3.1 2.) -

. H_\ . ///1/ . .
inf M=0 = mninr M existiert nicht
— 0&M

Bewfﬂéei£?>0 bel aber fest.

n
N unbeschrankt = 3 0 €N:n>1/€& bzw. 1/n,<€.

€ny (€)
O0.B.d.A. nye=10
ng Somp 1
Setzerngzaa'=:In€EM1g@_m€2°”0 3=n0<€
«———"—""" 0
Einschub:Beh 2°>n® V neN,n>10. Bew Induktion nach n
n=10: 210=1024>1000=10°
2
n 7 n+1:(n+1)°=n+3n?+3n+1 = 2n+(3n +3n+1)<2n+2n=
n>10 IndHyp <2",danz10
2n+1 _”,—’

Nebenrechnung43m*f3n+1<2" V neN, n>10
(stimmt auch fir n=8 und n=9) Bew durch Induktion
nach n

n=10: 3-10°+3-10+1=331<1024=2"%
nPHn+l:3(n+1)%+3 (n+1) +1=(3n°+6n+3)+(3n+3) +1=

on + 1
(3n?+3n+1) + (6n+6) = 2°+ &,J <2n =0+l

IndHyp <2" (Induktion)
Beh:6 (n+1)<2® V neN,n>10
n=10: 66<1000

nbn+l:6(n+2)=6(n+1)+6 S oot § <2P4n=pntl
IndHyp <N

710
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