Al1.5.14 Zeige:Eine nach oben beschrankte Teilmenge M der natiirlichen
Zahlen ist endlich

Al1.5.15 Zeige:Ist f: N->A surjektiv, so ist A hochstens abzadhlbar.
*Los:f: N>A surjektiv = V a€A existiert mindestens ein neN =
1.Fall:V a€l existiert genau ein neEN:n—> f(n)=a = f bij =
A abzahlbar oo.
2.Fall:3 a,€A mit g:{kpi, knntl, ko tlo}—ang 2272,
neN,, k,/eN, n,l, k<o, k, k. =k, +tl,+1 22?2 =
n— f(n)=a,, n€ N,n<oo = abzihlbar <o = hdéchstens abzihlbar.

Al1.5.16 Es sei F die Menge aller 0-1 Folgen aus R, d.h.
F=| (a,) *_ :a,€[0,1] V neN}. Zeige, dass F iiberabzihlbar ist.

n =1

Los: Annahme F ist nicht Uberabzahlbar, d.h. F ist hochstens abzahlbar.

0fallsn = n

|F =00, denn 3 (8,,) ., €F V meN, wobei 8,.= nd
e l1fallsn # m [l==
F ist abzahlbar, d.h. lasst sich in folgender Form
(m)

schreiben: Fzﬁi; :meN]
Sei a™=: (am) ., mEN

0 fallsa,, =1
Definiere aﬁ={ f " = a,#am, Vv neENund a:=(am) i

1 falls a,,, =0 n=la, €01 Vonen
a€F = 3 meN a=(a,) . =;")=(a,. )", insbesondere &, =2,, fiir ein meN

= 4 Widerspruch zur Def von &, = doch iiberabzdhlbar

Bem:Wie wir spédter sehen werden, folgt aus obigem Satz, daB die Menge

der reellen Zahlen in einem beliebig kleinen Intervall [a,b] mit a<b
immer iiberabzdhlbar ist. Da ein solches Intervall nur abzadhlbar viele
rationale Zahlen enthdlt, ist sogar die Menge der irrationalen Zahlen

in [a,b] Uberabzahlbar.

Al1.5.17 Zeige:Eine beschrédnkte Teilmenge M der ganzen Zahlen ist endlich

*Los:Sei neN. Z: NU{0}U{-neN}.
M=PU{0}UL={mEN|m=f(n) < }U{0}U{-m.EN|m=f(n)<m}c”Z
= M durch m und m beschriankt = 3 Abb {neN|1<n }—>P
mit n— f(n)=m V n<m, d.h. bijektiv = |1,2,...n| = |P|=k=<p,
f(n)=f(k+1)=0 bijektiv =
3 Abb {neN|k+1<n<p }—-L mit n—=f(n)=m. V n<m_ d.h. bijektiv =
| k+2,k+3, ..., ktn|<m =

<m
<n

34 bij Abb f:{1,2,...(k+n)<(p+1+m)}—=>PU{0}UL=M mit |[M|<p+l+m) <o

A1.5.18 Es seien a,b€R mit a<b und f: (a,b]> R injektiv. Zeige, dass
f((a,b]) lberabzihlbar ist.

Al.5.19 Zeige:Die abzdhlbare Vereinigung abzadhlbarer Mengen ist

abzadhlbar, d.h. ist I eine abzahlbare Indexmenge und M; abzahlbar fir

alle i€I, so ist U I, abzihlbar.

i€l
Bew:I abzdhlbar = I 14Bt sich in der Form I={i,|vEN| schreiben
(mit paarweise verschiedenen i,). M, abzdhlbar =
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U, ={my:ueN] (mit m,, #n, V w#w), VY veN. (jedes M;, i€I l&sst sich

iy

als M, ,veEN schreiben) .Betrachte folgendes Schema:

= i Pl oder
My, , Mi3 Mig . M,
Stat] o /m . M /1:1 / /
22 23 24 - i, 21 22
L e 7 P K/} o
31/m32/,m33 /m34 - ow M i,
Mgy /vm42/m43 /,m44 S 4 M i, Mgy
Msy ]msz Ms3 Msg. .
L7 .// . - oder ahnliches

Durchlaufe obiges Schema in Pfeilrichtung und ordne den m,, fortlaufend
die Nummer 1,2,3..zu, wobei man schon aufgetretene my,, s iUberspringt,

m,,fallsm, # m,
d.h. 1P m,, 2P ’ ’ (beachte: mi,#m;:;, da m;;,m,E€M;;) usw
m,, fallsm, = m,

Man beachte, daR dieses Verfahren nicht abbricht, da ALVCiJ % una

1€l

M, eine unendliche Menge ist.

’V

Dadurch erhidlt man eine bijektive Abb N—+U —U M;, also ist U M;

veN 1€l

abzahlbar.
Bem:Ein exakter mathematischer Beweis obiger Aussage ist relativ

aufwendig! Man bentotigt z.B. folgende Aussagen:
(.)f:X=Y surjektiv, wobei X abzahlbar = Y hochstens abzadhlbar
(..)d bljektl Abb N— NxN (z.B.g™?, wobei g: NxN—-N
g ( :—1/§%£n&m (n+m+1) +m)
Es relcht eine §U{jektive Abb. N-Nx N z.B. die
linksinverse der injektiven Abb NxN— N, (n,m)H 273"
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Al1.5.20 Geg seil die Menge aller schlieBlich konstanten Folgen mit
rationalen Gliedern, d.h.
M={f: N> Q: Es existiert ein n, mit f£(n)=£f(n,) VY n=>n,}.
Zeige, dass M abzahlbar ist.

Bew:Def M, ., ={f:N->Q mit f(n)=q V nx=n,} = M:LJD%mO.

gEeQ
Wir zeigen:M,, ist abzadhlbar V g€Q, nEN,, insbesondere
M, ={f: N> Q:f(n)=g V neN} = | M, |=1.
Wenn ne>1, dann ist M,, ={f:N->Q:f(n)=qg V n=n.}=

{(£(1),£(2),...£(no-1) ,a,9,9,...) :£(1)....f(ne1) €EQY,
Mit anderen Worten:

T:M,, —0o™ ", T(f)=(£(1),....f(np1))ist bijektiv und Q" ist abz&hlbar

0

VneN (Q=QxQ = Q=Q"'xQ ist abzahlbar) = M=U UmM,., ist

ac0 ng =1

abzadhlbar als abzdhlbare Vereinigung abzadhlbarer Mengen
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Al1.5.21 Es seien V m;,meN und f:{1,...,m|>{1,...,m) bijektiv.
Zeige:my=m,. (Zur Erinnerung:{1,...,m}:=(neEN|1<n<m})

//D0.2.5 (202)Bem 2.)f:X=>Y & g:Y—>Z bij = geof:X—Z bij und//

// (go £) ' :Z2-X: (go£) t=frtog? //
//81.5.2 /702/703) Rechenregeln in N: Vm,neN gilt//
//6.)m>n = m=>n+1 A natiirliche Zahl zwischen n und n+1//

//  (n#m = |n-m|=>1)/
Bew:Wird durch Induktion nach m€N bewiesen.
A(my) :m€eN und f:{1,...,m}—{1,...,m) bijektiv = m=m,)
m=1: Sei myeN und f: [1]-{1,...,m,) bijektiv
v nE{l,...,mg} gilt :f(1)=n, da f surjektiv,
(fir n€{1,...,m} I k€(1} mit f(k)=n, d.h. f(1)=n)
insbesondere 1=f(1l)=m, (da 1 und mﬁﬂl,...,mﬂ), also
my=1=m, d.h. A(l) ist wahr
i/
m "' m+1: (InduktionsschlufR:A(m;) = A(m+1))
I no+ 1 n, |
Es sei meN und £:/ ' 07 J o U T pijektiv,
= =M,
Z.zZ. m+1l=m,
m,EM, = A nEM;: £ (ny) =m, =

fsurjektiv

M, {mz] . , , ,
¥ :Ml\{nO}_);vTY_T bijektiv (wie man leicht
Shemy N
) A
nachprift) (Bew: M,\|{m,}=[n€EN:1<n<m, und
n#m,| SIz_z{nEN:lSnsz—l}:[l, e, m-1))

Definiere g:M\{n.—{1,..,m] durch

n, fallsl <n <n, -1 .

) (beachte: g 1ist

n - 1, fallsn, +1 <n <
wohldefiniert, da g(n)€(l,..,m] V neM\|(n,l).
Dann ist g Dbijektiv, wie man leicht nachrechnet:
g surjektiv:Sei m€(l,..,m} bel..
m,falls!l < m <n, - |

m+l,fallsn, £ m < nm,

g(n)=

Def n:= =g (n)=m und nEM\{nO}

g injektiv: Seien g(n:;)=g(n,;) = n;=n, oder n;-1=n,-1 = n;=n,

= g*':(1,..,m}>M\[ny] bijektiv =

D0.2.5 Bem2

f‘y_ oogt={l, L 0, m)-{1, L., m-1) bijektiv
Kombination bijektiver Abb ist bij.

i* In1=nb-l

IndHyp

= m+l=m,
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12...n0—1nono+1...m1j 1 2 . . m-1 m,

9 9~
l f‘[\‘ \n;\cc-l
-
1 2 no—1 ng m; - 1 2 . . m-1
*Einige eigene Erganzungen und Anderungen. Fehlerfrei?
Q .
m " m+1l=m': (InduktionsschluB:A(m;) = A(m+1))
! I |
, ,..,m +1 ..
Es sei myeN und f: M1:=1 L J—>L'_v'_mJ bijektiv
=M N
Z.zZ. m+l=m,
m2€M2 . f;kt‘ 3 nOEM;:f(nO)=m2 =
surjektiv |
£ 'M'\fn}ﬁﬂl\|m3£b"kt' (wie man leicht
iny MM D e ijektiv (wie ma eic
[t
nachpriuft) : (Bew: Mz\{m2}={n€N:1SnSm2 und
=
: n#m,| Sl.;ﬂJ{nGN:1Sn£m2—l]={1, e, m-1))
Definiere g:M. \{vno} —{1,..,m} durch
n, fallsl <n <n, -1 .
g(n)= (beachte: g 1st
A\ AR l,fallsn, +1 <n < m
N
wohldeflriert, da g(n)€{l,..,m) V neM \[(ny}).
N
Dann ist g>bijektiv, wie man leicht nachrechnet
g surjektiy:Sei m€(1,..,m) bel..
R m,fallsl < m <n, - |
Def n:= =g (n)=m und
m+1l,fallsn, <m < n
neM’ \{n,}
g injektiv:Seien g(n;)=g(n;) = n;=n, oder n;-1=n,-1=
n;=n,
= g‘l:{l, ..,ml}—>M1\1n0} bijektiv 50.27% Bem2
£, 0, 0g7={1, .o mf={1, .., m \ne—{1, .., m-1} bijektiv
Kombination bijektiver Abb ist bij.
=
- m;=mo,— 1
IndHyp
1 2 . . lnono+l...mm1+1f 1 2 . . m-1 m
q g l l / /
Ivl\L:-g\}vq"
1 2 nolno - 1 2 . . m-1
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Al.5.22 Zeige, daB folgende zusédtzliche Rechenregeln gelten
a)V xeR:-oo+x=-w
b) V x€R,:x (-0)=-0, (-x)w=-0, (-x) (—00) =00
Cc) =0+ (—0)=-0, (-00)w=-00, (—00) (—0) =0

Al.5.23 Zeige, dass es nicht méglich ist, die Ausdriicke oo+ (-0)
und 0*w so zu definieren, daBl R zu einem Korper wird.

Al.5.24 Bestimme, falls existent, sup M, max M, inf M, und min
M fir folgende Mengen:
[
a)M=[—-—:n,meN| b)M={x?-10x-24:x€ (1, 3]} CHW%I,VG] (R\Q) .
moon
Al1.5.25 Zeige:V ¢>0 3 neN V n>n,: 1/n<e

Al1.5.26 Zeige:V &>0 3 neN V n>n,: (n?-5) '<e

Al1.5.27 Zeige:Ist z€C und |z|<1/n V neN, so folgt z=0

Al1.5.28 Zeige: Q ist ein geordneter Korper.

Al1.5.29 Zeige: Die Menge der rationalen Zahlen r mit 0<r?’<2 ist nicht
leer, nach oben beschrédnkt und besitzt (in Q) kein Supremum.
SchlieBe hieraus:

a) Der Kérper Q ist nicht vollstandig.

b) Es gibt mindestens eine positive irrationale Zahl.

Al1.5.30 Zeige: Jedes offene Intervall in R enthdlt
unendlich viele rationale, aber auch irrationale Zahlen.
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Al1.5.31 Finde die Dual- und die Hexadezimaldarstellunge(d.h. die
g-adischen Darstellungen mit g=2 und g=16) der Zahlen
n=24, n=123, n=315 . Benutze dabei flir g=16 die Bezeichnungen
A,B,C,D,E,F fiir die Ziffern 10,11,12,13,14,15.
Los:g=2,
9021191221 g’=4, g3:8/ g'=16, g°=32, g°=64, g'=128, g°=256
n=24:24:16=1R8, 8:8=1R0
=1*16+1*8+0*4+0*2+0*1 = 11000,.
n=123:123:64=1R59:32=1R27:16=1R11:8=1R3:2=1R1
=1*64+1*32+1*16+1*8+0*4+1*2+1*2° = 1111011,.

n=315:315:2=157R1 = z,=1 9:2=4R1 = zs=1
157:2=78R1 = z,=1 4:2=2R0 = z,=0
78=2=39R0 = z,=0 2:2=1R0 = z,=0
39:2=19R1 = z;=1 1<2 = z,=1
19:2=9R1 = z,=1

=100111011,.

g=lo,

n=24: 24:16=1R8 = 18;.
n=315:315:16=19R11 = z,=B
19:16= 1R3= z.=3
=13B¢.
*Andere Formulierung:
g=2 1z, €{0,1}, peNy,, 2z, €{0,1,...97,B,...,E,F},
n=z,tz;g+...2z,g°

24=2° = 24+893=O+O*21+O*22+1*23+1*24=llOOO (binar)

=16" = 16'+8=8+1*16=18 (hex)
59

32+ 27
123=27 = 94+; v T =14+1*2141 %2341 %2941 *25+1*2%=111111 (bin)
20 24 8+ 3

123=167 => 1 *16-p17%16=1B (hex)

112+11

A1.5.32 Es seien a,b€R mit a<b und f: (a,b]>R injektiv. Zeige,
daBk f((a,b]) ilberabzihlbar ist.

Al.5.33 Untersuche, welche der oben eingefithrten Intervalle
nach oben (unten) beschrankt sind

Al.5.34 Bestimme, falls existent, sup(inf), max(min) der oben
eingefihrten Intervalle.

Al.5.35
a) AcB, d min A und min B = min A>min B
Bew: Bspskizze: [ [ ) ] a=min A: a€A & ACB = a€B = a=min B

b) AcB, I inf A & inf B = inf A>inf B

Bew: a:=inf A, B:=inf B = b<x V x€B b<xVxeB=>b<xVxeA =
AcCB

b untere Schranke von A = Db=<a
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c) d max A und max B = d max (AUB) & max = max(AUB)= max{max A, max B}
Bew: Sei x€EAUB = x€A " x€B = x< max A " x<max B =
x<max{maxA,maxB|] V x€EAUB, da max{maxA, maxB}EAUB
ist max{maxA, maxB}=max (AUB)

Al.5.36 Max, Min, Sup, Inf?

a) A=Y [0,11
n

neN
1 1 ‘l] = [OIA*JC[0,1]=[O,1] V. n = A=[0,1]
m m n n 1
0enr & V x€A: x€[0,1] = 0=<x<1 = min A=0
0<x V x€A = inf A=0
len &« V x€A: x€[0,1] = 0 x<1 = max A=1
x<1 V x€EA = sup A=1

1ds: = [0, —1<c]O,

<
“
m>n

IS |-

b) B= 1 [Orl]
n
Los: OE[O,l] = 0eB V n
n
1
v x<0: x%[O,I] = X¢€B

veo x>0: = 3 neN: n>x' = x>l—:3 3 neN: x¢[0, -] = x¢B

N unbeschrinkt n n

v & *¢ = B={0}, da x>0 oder x<0 oder x=0 in R =
min B=inf B=max b=sup B

1
c) C=;}(O,;)
.. 1 1
Lds: (0,=)S[0,=-] V neN = CcB={0}
n n
02(0,1) = ogc > c-0 =

n
V x€R:x ist obere Schranke von C, x-1 ist ebenfalls obere Schranke wvon C

= ;/;: ¢ kleinste obere Schranke von C =
kein sup, analog kein inf = kein max, kein min
1 1
d) D:nQN (_;/;)

//81.5.18 (763) Intervallschachtelungsprozess
// Vor:Seien I.=[a.,b.], a.<b, mit I,.cI,, V neN

// Beh:d mindestens ein x€R: x€f§1n, d.h. a,<x<b, V neN
n=1

Lés: D ist Intervallschachtelungs;;s|D|=1 ?33 D={0} =

1
supD=inf D=max D=min D=0
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