Al.7.1

a)Berechne fiur neN die Summen ! Zn' i' % und ¥ Zn' 5

= ks

n n n k . n k n n
= 1 . = 1 k(k+1
LOs: ¢ Z Z 11<ik< Z 2= _Z g 1 A( ) Z‘
ook k==e=iT S koD kg Bp2 Tk 2 k=1
(k+1)
2

" Z 1 Z 52 :.Z k(k+1)(2k+l__2' k2+—2 k=

= kt1 3=l Bsp 3 )k:l (k + 1) 3 k=1 6 k=1
nn+1) 2n +1) n(n +1): n(n +1)(4n+2+3):n(n+1) (4n + 5)
18 12 36 36
. . K’ 1 z +1
b) Beweise: Z —| == ([n(n—-'-l) -1z ), []:Das groRte Ganze
k=1 2 2 2 2

3
Bew:Wenn k gerade = k’ gerade = %EZ, d.h.

kk + 1

2k

S K’ 1
Wenn k ungerade = k’ ungerade = k———EZ, d.h. |— k2 .
2 2 2 2 2
Unter den natirlichen Zahlen 1,2,...,n sind ungerade
o |kK°| ¢ 3 +1 = : +1
Zahlenﬁz —22 k__n iuﬂ_i(n(n-‘-l)—n
< 2] 2 2 2 | 2 Bspay 2 2 2
Al.7.2 Zeige:
\ 1 1
a =1- V neN
)é viv + 1) n+ 1 0
Los:Teleskopsumme Z (axs1—ax) =anm—-an, Vv n+tl>m(d.h. auch n+l=m !) =
k=m
\ 1
Y ——Z (L/v=7)=1- fiir n+1>1, d.h. fiir n>0, neN,
vl + 1) + 1 n+1
A 1 1
Genauer: :Z (_ —(_ _)):a -a.=— 1 _(_l):l— 1
oA v+l Y A | n n+1
Af 41 ag
b) [ (1+1/v)=n+1 V neN,
v=l
k+1 a'n+1 .. ..
Los:Teleskopprodukt H S " a fir ntl=zm, ay#0 fir m<k=n
=m k m

Bew anlog Teleskopsumme, d.h. Induktion

n

n +1
> ] a+i/v=]] 3 =“i’1=n+1 fir n+l1>1, d.h. neN

v=l v=l v
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n n+l

N 1-
o) [1 1+, )=——— V¥ neN, und ¥ x€C\ (1]

v =0 - X
(oder I I (1+ % )=£;—i—— oder | | (1442 )=
v=l v=l

1- %’

1- %7
1- x

n 1, fallsn < m
//D1.5.2 (709) K: Hak:= a,, fallsn =m
k= n-1
; Hak*an,fallsm+l =n
k=m

Bew:Induktion nach n, Induktionsanfang

0 = 1- x2 1-x

n=o: | 1+ )=1+" T 1+x'=l+x= = V ox#1
V=0 D1.5.2 1- x 1 - x
n+l = v oo+l
B R ] ) ey = 1-x ey
n;;on-l—l.vl;l (14,2 ) =[] J (L) D T (L) =
Ind Hyp
_ 2"*h\2 _ogrant! _o ol
L-&x ) _1-x = 1-x V x#1
1- x - x 1-x

Al.7.3 Es seien a,beR mit a>b>0 sowie neN gegeben.

. _,_a - b"
Zeige, daB dann na"'>——
a -

>nb™t gilt.

//81.7.2 (903)a,bEC, nE€N,: 2.) a™i-b'=(a-b)), ab"* //

k=0

n n n-1 n-1 n-1

.. a - b 1o _1- _ -

Los: = Z, afprith< Z, akart k=gt 2, 1=na”* und
a-b k=0 k=0 k=0

n-1 n-1 n-1
n - bﬂ
a _ E a¥pr k> E bipr-1-k=pn-1 E 1=nb"!.
k=0 k=0

a-b k=0
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Al.7.4 Die Folge (a,) .., sei definiert durch

1+4a + 1 + 24 . . \ .
a;=1 und ap= & &n fir neEN. Bestimme eine explizite Darstellung

16

von a,.

Los: a;=1, a,=5/8, as=15/32, a,=51/128, as=187/512
ST+ 24a, =5, a, 7/2, 13/4, 25/8
Beobachtung:2"1 + 24a, =b, ist ganzzahlig. Dann gilt
b,=10 und fir nEN -

~

~
~
~

/ ==
3 =
b, =271 1 + 24an/1 = 2n+1\/1 + 5(1 +da, + 41+ 243 T~ _

/
2n+1\/2 +3+/12a, +3J1 + 24a, _ 2n+1\/5 +12, +3*2"b, _ T
/

2 2

/
2M\/9+d+24an)+6*2 b, _ 2n\/9+

2

+6* 2D =

_n
7
/ 4 !

b/ b

¢ [f +3] =27¢ 2“ +3)=b,+3%2" = b,,,1-b,=3%2" =
2 n
/

n-1 /

/ _ n-1 n-1 _ n-2 n-1
Orn = 0,10 3000410-6 5 2+1410 Z 63 2v+10=6
1 k=1 v v =0

-1
k=1 / +10=
— b, k= =k- 2-1
Telesks:b, - b;

37’2“+4 fiir neN.

b.=

2

v : s’ 1
1+24an= bn] :[M :(3+222—n)2=(3+22—n)2.
21’1 2}1
2-ny\2
é‘tn:M fur neN
24
Al.7.5
a)Es seien neN und a,,...,a.€R. Zeige (2 a.)?=nd a/l.

v=l v=l

Wann genau gilt Gleichheit?

N\ 1
b) Zeige: 2, ?<2 V neN.
v=

Al.7.6
Berechne (!/?) und (%-2)
1 1 3 5 7

T Gl I Sl I Gl I B S A A
6s:p2 20 2 2 ===

@-2@-3@E-49

Al1.7.7 Zeige fiur neN, a€ C, dass [z] =0 o aeN; und n>a

1 Faktor 0

Los: o - 1) .. - n+1)

n!
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Al.7.8 Zeige
D (1) =C27!) V¥V kx,neN mit n>k

//81.7.4 (906)a€eC; n,m,k€N,, jeNn 1.)(x) +(z.) =Czxl) s/
Bew:Induktion nach n bei festem k&N
k
n=k: Z (¥) =() =1=Cxx))
=%

n+l

n5 n+1: Z (y )_Z () J+Ce) = Cpr) +(p)

= (zx2) =(Cempt)
IndHyp S1.7.4 1.

Y (7)2=(2"), Hinweis: (1+x)"(1+x)"=(1+x)

2n n
Y (r)xr  F 0 (x#1)7=(x+1)7(x+1)0 T I g ) 1y E{g) =
k=0 k=0

Bino min alsatz Bino min alsatz k=0 a,\ by
n 2n k
Y (=), ¥ (¥ (#) (s )x v xeC S§4(§,"):Z (=) () v
k=0 k=0 v=0 o v=0

k=0,1,..2n i’

k=n

. (7
O N E
Al.7.9 Zeige fiur p,q,vEN; die Formel P =ZV‘ j Vq ] .
3=0 -
(siehe auch A1.9.8 (1107))
Los:V x€eR  gilt (1+4x)P(1+x)%=(1+x)?" und
ptrq
(1+x)® (1+x) %= { ] l L ] (14+x)Pra=| ¥ Pra)
v=0 v
OBdA p>g, _———""
((z )x+( )x+(")x+( 2)x* o+, (‘;)xp)+((g)xo+(?)x1+(g)x2+(§)x3+...(g)xq)=
(0)(0)X°+(0)(;'_O)X+(O)(;'_O)X2+(g)(g)x3+--- () (2)x%+
(7) (2 )x+(2) (2. )x2+(2) (1) x4 (2) (2)xi (#) (o) xae (2) (2) xorny
(z) (2. ) x>+ (2) (9)x2+(2) (2) .. +(2) (2)
x4
(2) (2)xae
= i xY ) p 4 | und Koeffizientenvergl.
v=0 =0 JNV - 3

903



Al.7.10 Zeige folgende Idenditaten fiir Binominalkoeffizienten:
a)Folgere aus (e)+(= . )=("*) fiir aeC und keN, dass (2)eN,

A n,mENO.
Los:Z.z. (2)eN, V n,meN,. Es gilt (¢)=1 V aeC, (2)=1eN, V neN,,
. ~) _nn - Din-2..0 - m+l))n-n@o-n-D...0-m+1_
n<m: (2)= o =
0eN,

Induktion iber n
Induktionsanfang n=0: (2)=0€N, V m>0, (2)=1eN und (2)eN, V meN,.
Induktionshypothese : (2) &N, V meN, fiir ein neN,.
Induktionsschritt n—n+l: Z.z. (2**) eN, V meN,.
1.Fall:m=0 = (2**)=1€N,.
(n) (=)

2.Fall:m>0 = (i?ﬂ)==H3 + m-1" €N, = Beh.

EN, IH:EN,

=}

Bew:=) () (-1)*(1)"*=(-1+1)"=0"=0

a
(\%E

-1)*k2=(-1)"(3z**) V neN.

k=1

Bew:Induktionsanfang n=1 s (-1)1%=-1, (-1)(2)=-1
Induktionshypothese : (-1)*k2=(-1)"(z**) V neN.
k=1
n+1
Induktionsschritt n—n+l:%7.z. (-1)*k2=(-1)™(2"2) .
k=1
n+1l n _
Y (-1)k2=)  (-1)*k2+(-1)"'(n+1) 2 T
K =1 k=1 IndH
( ) (n+1)+ 1)n+1(n+1)2 —
(-1) ™ (=(271) +(n+1) 2)=(-1)*(z*?)
n
NR: (n+1) 2—(§+1)=n2+2n+1—(2—|)
2n? +4n + 2 - n?- n:(n +2 n +1):(n+2)

2 2
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<;L(2“)< !

1
Al1.7.11 Beweise fiir neEN die Ungleichun < —_—
g g 2n +1 4™ " N2n +

durch vollstandige Induktion.

0fallsn <m
//81.7.4 (906)n,m€N,, jEN: 2.)(n) = n! fallsn >0/’
m!'mn- m!
1 1 1 1
Bew:n=1: 1/3=s=(2)<s—= o 1/3s=—<—
g4 * ﬁ 2 /3
— n + 2) !
n- n+l:Beachte, dass (ifﬂfl))— — (27r2) = 11 en *+ 2 =
S1.7.42) 47" ((n+ 1) !)
1 (2n
1 2n 1 @+1D)@n+2 1 2n @r+hr+D) = 2n+1754| , -
4" (n!)? 4 (n + 1) 4" () (2n+1)? s1742) on 4 2 ——— "
1.H.=
2n+1
2n + 1 1 > 1 > 1 und
2n+22n+1 2n +1) 2n+1)+1
1[2n
1 (2n+2):2n+1 4"\ n S2n+1 1
VEREE on + 2 2n+2 {2n+1
V2n+1
1 ((2n+3)(2n+1) 1 [4n’+8n+3 _ __1
2n+3 | (2n+2) 2n+3 | a2+8n+a  V2n+3
n
nly
Al.7.13 Zu Zeigen: n!> 2 V neN
#81.5.6(715)Unleichung von Bernoulli
#Vor:xeR, x>-1, neN
#Beh: (1+x)"=>1+nx
1 (1)%
Lés:IA: n=l: 11=1>12 =2
nl;
TH: ni!> |2 gelte fiur ein neN
S, n+ n\2 . on [n\>_(n\t (n\2 [n+1)2t
IS: (n+l)!=(@m+1) n!>(n+l 2> (=) | D22y | D2 > ()2 [ D)2 o BE2) 2
(n+1) (zo)n (n+1) (2)2 (2)2 5 > 5
n n+1 n3 Ll
o (L2 B > (M) o 2] s 2 o
2 2 n+l (n+1)?
2
n :(1__j;_)n P 1 .1
n+1 n+l ' sise = n+l n+l  2(n+1)
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Al.7.14 Angeordneter Korper
2

vV xeK, a=o0, (l-Fa)HZnZa2
Lés: (1+a)"=». [T a*> (M a?da |M| a*>0 V 0<k=<n.
k=0 k - 2 k
k>2
_ 2
n =M2n—, denn n-1 = % & 2n-2>n & n>2
2 2 4 n:2
¢ [n) = n! :1*2“(n—2)(n—1)n)
2 (n—2)12! 1%2%...(n—2)!12
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