Al1.9.1 Gegeben sei ein Polynom f: R—R, f(x)=Z cxf mit c,#0.

k=0

Es sei a€R eine Nullstelle von f, d.h. es gelte f(a)=0.

l n
Bewelise, dass |a|<ﬁ2 | Cx
n k=0

al<l: |al<l=

Bew:

lco [ +lel+le ] 1§
= 25 | cx
¢, |

P
n

= Z lc,|>1 =2 weiter wie oben
|cn| ‘ Cn Ik:O |a|<l

lal|=1: f(a)=0 = cy+tcia+..cy.;a"+ca’=0 =

(Gl +le |+ e, | _

n-1
cpat =—co—cla—...cn_1a“‘1=—2 cak =
k=0

n-1 n-1
lcallal™=] ) ca*1<) lcdla¥| =
k=0 =0

1 o ; 1
lcallal® *———=< Y ol laf| *————
lc, Ilal s lc, Ilal
1 n-1 < 1 n-1
lal<—— 3 o lal*o & D led<—
| \ lal=1, k- (n-1)<0 | c_ | \
n k=0 nlx=n n lx=p
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Al.9.2

a)Es seien n,meN, ay, ...,a.,bo,...,0,€C mit a,, b,#0. Zeige, dass
fir die Polynome P ( 25 a,z® und Q( 25 byz¥ gilt:
k=0 k=0

P-Q ist ein Polynom vom Grad n+m, genauer:

n+m

P ( 25 cyzf¥mit c= 2 avby, k=0,...,nt+m, wobei

v+u =k
a,=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.

Z Z = =v=n-+m
Bew:P(z Z Z avbu 7 = Z gsu5n+m avbuzkzz cyz®= P*Q ist ein
k=0 vu =k k=0
Pol :

beachte a,=0 fir v>n, b,=0 fir u>m. Rechts stehen mehr

Summanden als links, aber Summe ist gleich.

Genauere Erlduterung der Umsummation am Bsp n=3, m=2,

m n 0 1 2 3 4 5
5 abs
bs...bs=0
4 aoby aiby
as...as=0
k=1 3 acbs abs asbs
2 aob, aib szz\aabz i
1 acbauby ab:_asb; Xb
0 acbg ~aibg kégbo 4 asbg
N B R

Bei der linken Summe wird iber alle Gitterpunkte im Rechteck
0<v<n, 0<u<m summiert, wahrend bei der rechten Summe iber alle

Gitterpunkte im Dreieck 0 <v+u <n+m summiert wird. Man beachte, dass

in den Punkten des Dreiecks ohne das Rechteck (diese Punkte hat
man hinzugenommen) der Wert ab,=0 ist!

Bem:c, 1aRt sich auch in der Form cg=25 avbr-v schreiben.
v=0

n+m a b
a,#0, b,#Z0 = Cmf=§ N —ormo v, =a,b,#0
=0 fir v>n =0 fir n+m-v>m d.h.v<n

v=0
(alle Summanden =0 fir v>n). Also grad(PQ)=n+m
#Im Bsp oben n=3, m=2

0 1
#CO=Z avbrv=aobo-o, Clzz avbrv=abi-otaibi-1,

v=0 v=0

2
#CZZZ avbrv=aobs-otaib,1tazb,, ..

v
5 bs_, bs_, bs_, a, as

Y el Y dlat o clat o da
#CS: - avbk—vzao =0da5>2 +a1 =Odad4>2 +a2 =0da3>2 +a3b5_3+ =0da4>3 b5_4+ =0da5>3 b5_5=a3b2
v

#Im Bsp n=3, m=2: flur k=4 ist
=0 =0 =0
4 —

b, _,. _ b, ., _ a
#c4=§0 abyy =a, 4TV 4g, DM ta botazbit T v E>= bo=asbotasbs

Y ()2=(27), Hinweis: (1+x)"(1+x)"=(1+x)™>
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v

//81.7.4 (906) a€&EC n,m,kKEN,, jEN://
//1.)Ce) + Q) =Cart) //

//3.) () =(z_.) 25 : = : (=) falls n>m//
//5.) [O‘] +[.O‘ ]:
J

//6.)V a,b,zEC " n€N,: (atb)" =] () a*'pr* =" (1) p"*a*
k=0 k=0

2n 7 n 7 n
Bew: 3 (27)x* T (x+1)%=(x+1)"(x+1)" T [ Sﬁ)xk)][z Sﬁ)xk)]
% =0 Bino min alsatz Bino min alsatz k=0 ag k=0 by
=
A1.9.2
n 2n k k
S =G, Y (D)) v e = =Y () () v
k=0 k=0 v =0 S1.7.4 v=0
k=0,1,.2n =2
: U) ¢
=Y (z) — =3 (2)
v =0 51.7.:43.)[1/] v=0
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Al1.9.3
a)Beweise (zr)=) (2)x(z )

J=0

P q
Lés: (1+x)P(1+x) %= (1+x)77 V x€R " : (1+x)?(1+x) =Y, (£) 311} (2) ¥

. ) k=0
N ¥ () = oy
v=0 Jj=0

Koeffizientenvergleich

b)Beweise V n,meN die Gleichung ) () *(x)=(m+r)

k=0

//A1.9.2 (1101)P(z)=) a.z*, Q(z)=) buz"://
k=0 k=0

//P(z) Q(z)= Z cz*, =, abu, k=0,...,n+tm, //

v+u =k
//  a,=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.//

n+m

Bew:P(z)=(1+z)™". Dann gilt P( Z (m+“)z und

v =0

n+m

m I Z
P(z)=(l+z)"(1l+z) Z ;“)zjz () Zk:Z ngiij; () (: )_Z Z ()

=0 = =
j k=0 v =0 S+k =v v =0

(2 ).

v=-3

Nach Identitatssatz flr Polynome

(re)=3 () -y BN
j=0

3=0 O fir j>m,n

Al.9.4 (Polynomdivision)Gegeben seien Polynome F und G mit GZ'/O.
Beweise, dass dann Polynome Q und R mit Y (R)<y(G) existieTen
mit F(x)=Q(x)G(x)+R(x) V x€R. Sind Q und R eindeutig bestimmt?

Hinweis:Es seil Yy (G)=m und Yy (F)=n+l sowie G( Z byx* und
k =0
n+1l

=Z ax¥. 0.B.d.A. sei m>0. Fihre eine Induktion nach n

durch. Reduziere hierbei den Grad durch Betrachtung des
a

~ _ __n+l _n+l-m
Polynoms P (x)=F(x) b X G(x) .
Bew: #Vorbetrachtung:

n+1l

(Z a,x¥) Z bix¥) = (ap X" +a,x ... aox?) : (byx™+..bex%) =
k

a

g—ELogtlomy usw

+1 -
#1. Rest: Z axs— k; xPHTmx (b o™+, byx?) =
k =0 m
n+1 a
+1 - —
# akxk—amlxn*l—g—x“+l "k (b X"+ bex0) =
k =0 m
\ k An+1 n+l-m m-1 0
# Z axs— 5 x * (b1 X™ .. ex%)
k=0 m
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F(x)

O0.B.d.A. y(G)>0, sonst G(x) =c#0 = F(x)= ¢ G(x)+ 9
N—— R(x)
=0(x)
A(n): Zu jedem Polynom F vom y(F) =n und G vom Y (G)=m

existieren Polynome Q und R wie oben.
Bew:von A(n) V neEN mit Induktion nach n. Setze m=y(G).

n+1l m
Der ,erste“ Rest #bezogen auf (Z: ap&):(zz bx*) ...hat noch
,
K// #nichts mit Induktion nach n+l1 zu tun
~ an+ N n+l e .
]:T‘ (X):F(X)_b—l nlmG Z akX _ nlm* (bm—lxm 1+...b0X0) =

grad ﬁﬂ(x)=n<n+l, d.h. es gilt A,
weiter:siehe unten
# n<m-1, d.h. auch
n=m-1: Fs sei y(F)<y(G)=m
ﬁetze Q(x)#0 und R( )=F (x) =

Iy(R)<m und F( Q(X)G R (x)
|
I
nk9n+1|Es gelte A, fiur ein n€N,. Weiter G( Z: byx* mit b,#0
| k=v
| n+l ///
:und F(x)=2 a,x® ein Polynom y<n+1 -7
k =0 -
| -
IB t ht ~ =F _an_"'l n+l—mG‘/ _
: etrachte F (x)=F(x) b X (x)=

m

'Z a,x*ta,, n+1+ b L yntlom bx—Z bix*)

|k0 k =0

1
|Z a, X _ n+1 mZ ka _Z anX _ n+ Z b Xk+n+1 m

m
| =

grad(Eﬂ)Sn =

- -~
lk=m-1;n+1- m<k+n+1- m=n IndHyp

| ~ - - ~ ~ ~

| 3 Polynom mit , mit (X)=~ (X)G(x)+ (x) und Y (o )<m

| O’'R F Q R R
~ a‘1'1+1 ~ a‘1’1+1

I —m —
+F(X)=F (x)-l—b—xnl G(x)—Q (x)G(x)+ 5

m m

XPG () + EN{ (x)=

(Q(x) + SntL ynriom) 5
G (x) + R(x)
—

=R(x)

Eindeutigkeit:

Es gelte F(x)=0;(x)G(x)+R; (x)=0;(x)G(x)+R,(x) mit Yy (R;)<m ' grad (R;) <
= (Q:(x)-02(x))G(x)=R;(x)-Ry(x)

Annahme Q;7Q; = Y ((Q:1(x)-0Q,(x))G(x)=m Widerspruch zu
Y (Ro(x)-Ri (%)) =m-1 = 0, (x) =0:(x) = Ri(x) =R, (x)
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Al1.9.5
S(x)=) axf, T(x)=) bwx*,  a,#0, b,#0,

m+n

(S*T) (x)= Z ax¥) (Zn‘ byx*) Z Z a b x*= Z Z asbyx!, 0<k<m, 0<j<n
k=0

=0 k+j=
7l+/

Hochste Potenz mtn, Y (S*T)=y(S)+y(T).

_ m n , i/ <
(S+T) (x) Z akxk+2 bt =N (adtb) 2+ Y bkxk:y(sw):{”fa s

- e
oBdAm=n = P <m, fallsm =n

falls antDn= O...<...y(S+T)§max{y(S),y(T)}

P (x)= a+x| [x+a| (x+a)(x+a-1)..(x+a-v+])
= v v B v! ’
Zahler v Faktoren = y(P(x))=Vv
% o x 'y ol | x(x-D.(x-v+j+])
Q(x)= ] [ = [ ] .
jZ:; J v-J jZ:‘o J V- )
a)Seien P,Q,0; und R Polynome.
Zeige: (.) Aus P=0Q;0+R mit y(R)<y(Q) folgt y(Q:;)=y(P)-Yy(Q),
auler

(..) wenn y(P)<y(Q) und dann ist Q; das Nullpolynom.
Lés: (*) Y (P)=y (Q:0+R) <max{y(0:Q),R}=max{y(Q:)+ y(Q), Y(R)}
(.)Y(P) >y(Q), Beh. Q; ist nicht Nullpolynom
Bew:Annahme Q; ist Nullpolynom =

Y (P) =y (Q:0+R) smax{y(QlQ),R}QQ«_ Y(R) =

Y (P) <y (R)<y(Q) = Widerspruch zur Vor. y(P) =y (Q)
Y (©:0) =y (Q:) +¥ (Q) =2y (Q) 2y (R) =
in (%) glit‘* “eatsoy(P)=y(Q:)+y(Q) =
Y (Q1) =y (P) -y (Q)
(..)Yy(P)<y(Q). Annahme: Q; ist nicht Nullpolynom =

¥ (2:0) =y To) +Y (Q) =¥ (Q) >y (R) =

Y (P)=max{y (%) +y(Q), ¥y (R)}=y(Q:)+y(Q) =y (Q)

Widerspruch zun Vor = Q; Nullpolynom

b) Finde Polynome Q; und R mit x°-2x?=0Q;(x) (x-1) ?2+R(x) V x€R, und

Y (R)<2.
Los: (x°-2x2) : (x2-2x+1)=x342x2+3x+2 Rest x-2 =
(x°-2%2)=(x34+2x2+3x+2) (x-1) 24+ (x-2)
(y (P)=5>y (Q)=3 = y(Q:)=5-2=3),
(x°-2x?)=(apta;x+a,x?+a;x?) (x?-2x+1) +by+bx=. ...

a3X5+ (ax—2as) x*+ (a1—2artas) x°+ (ap—2a:taz) x*+ (-2aetatbr) x+ (a,t+bg)
as=1, a,-2a;=0,a,=2, a,—4+1=0, a;=3, ap,-6+2=2, a,=6, -12+2+b,;=0,
b]_:g, 6‘|‘bo:O, b0:_6)

Al1.9.6 Zeige: Sind P,Qe K, [x], so ist PQe K[x] und es gilt
Y (PQ)=y (P)+y(Q), auch falls eines der Polynome (oder beide)
das Nullpolynom ist (sind)

Al1.9.7 Zeige, daB die Menge K(x) der rationalen Funktionen mit
Koeffizienten in K ein Kdrper ist.
Al1.9.8 Beweise fiur veEN und «a,peC die Identitat

*)Z: (<) (e_)=(<*") . Siehe auch A1.9.3.
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Anleitung: Nimm zunachst a=peN an. Zeige, dass dann P(x)=(3¢">)
und Q(x)=) () (z.,) Polynome vom Grad <v sind. Folgere aus Aufgabe
3=0

Polynomdivision, dass P(x)=Q(x) gilt V x€N. Wende dann den
Idenditatssatz fir Polynome an. SchlieBe dann analog, dass die
Gleichung auch fiir aeC gilt.

4

-5

j=0

pt+tq
v

P

J

q
V-]

//A1.7.9 (910)Zeige fir p,q,VEN, die Formel

].//

n+m

//A1.9.3 (1107)Beweise V n,mnk€N die Gleichung Z (=) *(fj):(:*“)//
k =0

//Bew:P(z)=(1+z)™". ....Nach Identitdtssatz fiir Polynome//
VAN CE U N T N CI U YR S0 Y
J=0

3=0 O fur j>m,n

Bew: (*)A1.7.9, A1.9.3: ) () (2_)=(g**) V a,BeN (nicht €C!)
3=0

Zunidchst a=peN.

v Terme

Setze P(x)=(<¢*" =) =@@+x)(@+x-1...0a+x-v+1) = y(P) <v
V!
0x)=Y () (5 )=y (g XDz 2tx=vrD )
5=0 5=0 V- D!

Es gilt P(x)=Q(x) V xEN_ygg_en (*) .

P(x) und Q(x) stimmen an mehr ais®+1l Stellen Uberein...
Idenditatssatz Polynome = P (x)=Q(x) V xeC=

]; (x)=(z*), O (X)=Z C3) (ov=jP p (X)=é (x) V x€Nwegen (**).
Idendititssatz: IN; (x)= (N? (x) V xeC.

P R R R R e R R R R R R R R R R R e R e R R R R R R R R R R P RP A
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Al1.9.9 Algebraische Zahlen. Eine Zahl § heiBt algebraische Zahl, wenn
E Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist,

wenn also ag, ...,a€Z(a,#0) existieren mit agt+a;&+...+a,&"=0.
Insbesondere ist jede rationale Zahl p/g als Lésung der Gleichung
p-gx=0 #B :ﬂ §==O# eine algebraische Zahl.

a4 a ¢

a)Zeige, dass die Menge der Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten abzahlbar ist.
Lo6s:Z.z. M={P(x)=apta,x+...+a,x", neEN, a;€Z:j=1...n} abzidhlbar
Bew:M=néND%=néN,{P(x)=a0+apc+...+apﬁ, a;€Z:1...n}
(M, Polynome vom Grad{ n)
Beh:M, hochstens abzahlbar = M hdéchstens abzahlbar

Bew:Sei n€EN fest, setze j={0,1,2...,n} endlich und A;=Z#0.

n
A= E A=ZUZU..Z (n+l mal).

j=0
V PEM,, P(x)=apta,;x+...+a,x" a€Z ist durch f:J-A, f(j)=a;
eine Abb definiert und umgekehrt fir f:J-A f(j)€Z ist ein

n

Polynom definiert d.h. Mf=é;2= X Z kart Prod endlich.
j=0

Z hochstens abziahlbar = M, héchstens abzadhlbar

b) Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen abzadhlbar ist.
Los:Z.z. A={E ist algebraische Zahl} ist hochstens abz&hlbar.
Bew:A={E€C:P(§)=0 fir ein PEM} =
ngv {EeC:P(E)=0 fir ein PeMn}:n}IP;V A,.
Es gilt:PeM,, (y)Pé( n = es gibt max n Nullstellen.
Beh:A, ist hdochstens abzahlbar = A ist hochstens abzadhlbar.

€Cp(E)=0, 1 bsanibar » a- b N,
N piM,,

p —max -+ ~Elemente

ca = 6
Bew.Aﬁ—PEMn{

hochstens abzahlbar.
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