Analysis
(1) 0 Vorbemerkungen

(1) 0.0 Abkiurzungen, Vorbemerkungen, Beweismethoden

Abklirzungen, soweit sie sich nicht aus dem Zusammenhang erklaren:

v :fir alle 3d: es existiert 3,: es existiert genau ein
Vor.: Voraussetzung Beh.: Behauptung L&s:Losungen

Bew : Beweis Bez: Bezeichnung baf: beliebig, aber fest
Dx.x.x: Definitionx.x.x

SX.X.X:8atz xXx.xX.X (xxxx): Seite xxxX

» logische UND Verkiipfung
¥ logische ODER Verkiipfung (evt enthdlt der Text noch unkorrigierte
Verwechslungen von * und %, sollte aus dem
Kontext ersichtlich sein)

n 0

> k=142+...+n, Y a=actat...
k=1 k=0
#....#:eigene Uberlegungen

//kursiv// : kursiver Inhalt zum Ersparen des Zuriickbldtterns! Falls
doch: Seitennr in Klammern.

Fast alle Lemmas oder Hilfssatze habe ich als Sa&tze bezeichnet. Das wird
evt nochmals iberarbeitet und rilickgadngig gemacht.

Manche Aufgaben habe ich ohne Losungen aufgenommen.

Mengen in GroBbuchstaben K,R,M..

b, bedeutet meist, dass b von x abhangt

————— Hinweise auf Strukturen in den Gedankengéngen

<: 5 ist kleiner als 10 >: 10 ist groRer als 5

Bsp x<5: x ist kleiner als 5 oder x ist gleich 5

Bsp x=6: x ist grobBer als 5 oder x ist gleich 5

24|16: 6 ist Teiler von 24, d.h. 24 geteilt durch 6 ist 4 Rest 0

Beweismethoden
1.Aufgabe:
Gegeben seien 2 Aussagen A und B Es soll die Implikation A = B,
d.h. ein Satz mit Vor. A und Beh. B bewiesen werden.
Sprechweise: Aus A folgt B, oder A impliziert B, oder
A ist hinreichend fir B, oder B ist notwendig fir A
(denn, wenn B nicht gilt, dann kann A auch nicht gelten)
Schema: Satz Vor. A, Beh. B, Beweis.

a)Direkter Beweis
Man leitet aus A, mittels friither bewiesener wahrer Aussagen,
B direkt aus A her.

Definitionen und S&tze fir Schritte zu folgenden Bsp werden erst spater
behandelt. Die Schritte sind aber trotzdem aus ,Schulwissen™ einleuchtend.
Es kommt hier nur auf das Verstehen der Beweismethoden an.






Bsp: A:Sei p=5 eine Primzahl (d.h. natiirliche Zahl, die durch keine
natlrliche Zahl h @it 2<g=<p-1 teilbar ist)
B: (24] (p*-1)) I
Bew: (.)p>5 = p unger¥de! = 2[p-1 und 2[p+1 = p-1=2q, p+1=2g+2=2(qg+l).
Wenn g gerade oder ungerade = p-1 oder p+l durch 4 teilbar
= 8| (p-1) (p+1W=p*-1

Division mit Rest (Euklidischer Divisionalalgorithmus) =
p’-1=8*3g+r mit 0<r<3*8=24 =
r=0,8,16 oder r=3,6,9,12,15,18,21 und r muss durch

(.)8 und (.)3 teilbar sein = r=0 = 3*8=24|p?’-1

b) Indirekter Beweis
Man leitet aus der Negation von B die Negation von A her:

Bsp: A:Seien a,b ganze Zahlen mit 3| (a?+b?).
B:3a odg§\3|b
T~a
Bew: "B :3 nicht]a und 3 nicht|b,
da 3 eine der Zahlen a-1,a,a+l bzw. b-1,b,b+tl teilt =
3] (a-1) (a+1) und 3| (b-1) (b+1) = 3| (a’-1)+ (b*-1) =
3la’+b*-2 = 3 ganzes g mit a’+b’-2=3qg = a’+b’=3g+2
= 3 nicht|a’+b? da sonst 3|2 gelten muBte, d.h. = -A
c)Widerspruchsbeweis
Ausgehend von den Aussagen A und "B leitet man einen Widerspruch zu
bereits bewiesenen (wahren!) Aussagen her.
Also kann B nicht wahr sein, d.h. B ist wahr (tertium non datur)
Bsp:
A: 2 sei die positive Lésung von x*=2,
B: /2 1ist nicht rational, d.h. /2 #p/g mit nattrlichen Zahlen

p,q, 9#0.
Bew: "B : (/2 )?=2 und x=./2 =p/gq mit teilerfremden p,q

2

A und B = x%:§;=2 = p’=2g’ = 2|p’ = p gerade

(Falls p ungerade p=2 +1 = p?=4 *+4 +1=2(2 *+2 )+1l:ungerade)
= p=2m = p?=4m’=2g’ = 2m’=g’ = g gerade = 2|p und 2|qg.
Widerspruch zur Annahme teilerfremd (oder durch Wiederholung =

p und g sind durch 2 mit beliebig groRem teilbar) .

Aufgabe:
Gegeben seien 2 Aussagen A,B. Es soll die Aquivalenz: A & B
bewiesen werden. A ist dquivalent zu B, A gilt genau dann, wenn B
gilt , A ist notwendig und hinreichend fir B.

d)A > B und B > A (wie bei 1.)Aufgabe)

e)Man zeige iUber Zwischenaussagen A, ... A,(die wahr sind!)
A e A © A, ©...A, = B
Bsp:siehe Bew. zu f*'(, ™M)= . f*(M) Seite 20
# Bem: (A > B ' —-A = -B) = (A o B)
f) Beweis durch Induktion siehe P1.5



0.1 Mengen (3)

D0.1.1(3)

Zusammenfassung M, von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von M genannt werden,
zUu einem Ganzen.

Bem:bestimmt — flir jedes Objekt muB entscheidbar sein, ob es
zur Menge gehdrt oder nicht
wohlunterschieden— Jjedes Objekt kommt hdéchstens 1x in M vor

Obige Definition ist unbefriedigend, wird aber im folgenden benutzt, da
eine genauere axiomatische Begriindung der Mengenlehre den Rahmen sprengen
wlrde.
Bez:x€M < Objekt x ist Element von M

XEM < Objekt x ist kein (nicht)Element von M.

Niemals gilt MeM

D0.1.2(3)
M; und M, heiBen gleich, M;=M,:<
Beide Mengen bestehen aus den gleichen Objekten, oder x€M; & xE€M,
(& genau dann, wenn)
Bem:Eine Menge kann definiert sein durch
1.)eine Aufzahlung ihrer Elemente, z.B. M = {a,b,c,...,z} oder
2.)durch Charakterisierung, bzw Beschreibung ihrer Elemente x
durch eine Eigenschaft E (x):
M={x|E (x) |]={x|x hat die Eigenschaft E(x)]

.)M={5,6,7,8]=

[x|x ist natiirliche Zahl mit Bedingung 4<x<9]

)M= {2,3,5} = {x|x ist Primzahl und Teiler von 120}=
Menge der Primteiler von 120

3.){5,6,6,7,8} ist keine Menge

Bsp.:1

2

Im folgenden betrachten wir nur Mengen, deren Elemente mathematische
Objekte sind, die jeweils zu einer festen Grundmenge gehOren.

D0.1.3(3)
1.)Die Menge, die keine Elemente enthalt, heiBt leere Menge @
2.)Eine Menge M; ist Teilmenge einer Menge M,:&
V xeM; gilt x€M, oder V x€E€M,;: xE€M, oder xEM;, = XEM,
Bez: M;cM, oder M,DM;
3.)M; heiBt echte Teilmenge von M,:< M;cM, und M;#M,

[ m—
Bez:M ;#:M@

Bem:1.)Fur 2 Mengen M;, M, gilt M;=M, & M;cM, und M,CM,
2.)Fir 2 beliebige Mengen M; und M, braucht nicht
M;cM, oder M,cM; zu gelten.



Folgerungen:Fir Mengen M;,M,,M; gilt
1.)M;cM, und M,CcM; kurz M;CM,CM; Transitivitat = M;CM;
2.)M;CM;, = Reflexivitat
3.)0CM;

(4)D0.1.4 (4)

Seien M;,M, Mengen, dann heiBt

1.)MﬁJMzrﬁx|x€M1 oder xeMﬂ die Vereinigung von M; und M,
Allgemeiner: Sind A5, fir j€J, beliebig viele Mengen, so ist deren
Vereinigung Y., Ay ={x:3d jE€J, mit xEA;)
(J Indexmenge entsprechend der Zahl der Mengen)

2.)MﬂWM2F%x|x€M1'und XEMﬂ der Durchschnitt von M; und M,
Allgemeiner:Sind A5, fur j&€J, beliebig viele Mengen, so ist deren
Durchschnitt MN,o, A5 ={x:x€A; VjEJ}

3.)M\M, := {x|x€M; und x¢M,] die Differenz von M; und M, oder das
Komplement von M, relativ zu M;

4.)M1 und M2 dlSqu‘lkt:Q MlﬂM2= @

A0.1.1
a)Es seien A,B,C Mengen. Zeige: CCA & AUC = A
#Vorbemerkung:Es wird wiederholt D0.1.3,Beml benutzt:
M;=M, & MCM, und M,CM,
Bew: Z.z.(.)CcCA => AUC=A (..)AUC=A = CcA
(.)AUC D A: oder x€C = x€AUC und
AUC C A: x€ xeC & x€EA

ktrzer: x€eAUC & xX€EA oder x€C S  XEA

D0.1.41 ccA
(..)Sel xX€EC = x€A oder x€C < x€ AUC = x€A.
DO141) ey

Also CcA

b)Es seien A,B,C Mengen. Zeige: ACB <& ANB = A
Bew:Z2.Z:(.)ACB = ANB = A (..)BNA = ACB
(.)Unabhédngig von ACB j wegen x€BNA = x€B und x€A =
XEA = BNA C
BNA > A: XEA = x€EB und x€EA < XEBNA

o DO0.1.4 2.)
kiirzer: x€ BNA = x€EA und x€EB < xEA
DO0.1.4 2.) Ace

(..)xEA = xXEBNA =3 x€EB und xXx€A = x€B. Also ACB

DO0.1.4 2.)

andere Formulierung
(.)Es gilt fir beliebige Mengen A,B:ANBCA
(denn X€EANB = xXEA und xXEB = xEA)
Es sei AcCB. Z.z. vgl oben : ACANB
Sei X€ACB = x€A und xXx€B x€ANB = x€ANB

(..)Es gelte ANB=A . Z.z.: ACB
Seili XEA und X€B = xXEANB = x€EA und xXEB = XEB
(.) und (..)= Beh

D0.1.5 (5)



Ist M,cM,, so heiBt AJf:= M,\M, das Komplement von M; in M, oder von M; bzgl
M, (Ober-, Grundmenge M, mull bekannt sein)

D0.1.6(5)
Ist M eine Menge, so heift P(M):= {A|ASM] die Potenzmenge von M
(= eine Menge von Mengen oder Menge aller Teilmengen von M, d.h. Elemente
von P (M) sind Teilmengen von M)
Bsp:1.)M={5,6,7]

Pw=l@,{5},16},(7},(5,6},(5,7},{6,7},(5,6,7]] Anzahl 8=2°

2.)A={1,2,3}, Pn={A;:1<3<8} mit A=0,A,={1}, As;={2},
As={3}, As={1,2}, RAs&={1,3}, A={2,3}, As={1,2,3}

3.)M=@, P(@)={eo}, PP(@)) = {0, |®|}
po)
PP (P () =(o, @ , |0, o]
P(P(E)) P(PE)  P(P(R))
D0.1.7(5)

Sind M; und M, Mengen, so heiRt die Menge M;*M, :={(x,y)| x€EM; und yEMj das
kartesische Produkt von M; mit M, (=Menge aller geordneten Paare (x,y) aus

X€EM;, YEM)
Beachte:Bei den Paaren kommt es auf die Reihenfolge an. (a,b)#(b,a), auBer

a=b

Allgemein:I]:A1=A4*A2*W*Aﬂ:={(ai,agp",an)|ai€Ai,i=l,2,m,n}

i=1

Falls ein A;=0 = HA1=®

i=1
Sind alle A; gleich, ist das n-fache kartesische Produkt A":= I]:A
i =1

Bem:1.) (X1,V1), (X2, ¥2) EMixM,. Dann gilt (xi,y1)=(X2,¥2): © x=x, und y:=y:
2.) (x,y)#(y,x) fur x,yeEMxM,, x#y

Bsp:1.) My=[la,b], M,>=[c,d] Bem*: [a,b]l={x|a<x=<b}
A
D Die Randlinien gehdren dazu
cr X
a o >
2.) M=(1,2,3}, M=[a,b]
YA
3
2
1 | I X
) H >

A0.1.2
Finde diejenige Menge A, deren Potenzmenge so wenig Elemente enthalt wie

nur moéglich
Los:Die Potenzmenge einer Menge ist niemals leer, denn sie enthalt



immer die Teilmengen @ und A; diese sind genau dann gleich, wenn
A die leere Menge ist. Also gilt: Ist A#@ , so hat Py,
Mindestens 2 Elemente. Daher ist die gesuchte Menge A=0Q

A0.1.3
Charakterisiere alle Mengen A,deren Potenzmenge genau 2 Elemente hat

A0.1.4
Charakterisiere alle Mengen A, deren Potenzmenge nur endlich viele
Elemente hat

A0.1.5
Seien A={aj;,a}, B={b;,b,} und M=AxB={ (ai,by), 1i,3j=1,2}.
Bestimme die Potenzmenge von M.

AO0.1.6
Seien A; Mengen mit ny Elementen fir 1<j<n. Bestimme die Anzahl der
Elemente von A;*...*A,.

A0.1.7

In der linearen Algebra wird R” meist als Menge der Spaltenvektoren der
Lange n definiert. Wieso ist die streng genommen nicht gleich dem
kartesischen Produkt R* ...R (mit n Faktoren)?

A0.1.8
Zeige:Die Menge aller reellen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten kann man
als kartesisches Produkt von R® mit sich selber (m mal) auffassen.

A0.1.9

Es seien A,B Mengen. Zeige:
a)P@)yn P (@®)=PanB)

//D0.1.6 (5) P(M):= [A] AcM|//
Bew:MeEP (A)N P (B) & MeEP(A) und MEP(B) < McA und McB =

-

DO0.1.6 Beweis siehe unten*

McANB < M€EP (AN B)
DO0.1.6

* MCA und MCB < MCANB
s~ Sel x€M = xXEA und xX€B = xXEANB

McB,Mc A

,<V Sel xeM > XEANB = xXEA und XEB

McANB



b)P(2)U P (B) cP (AUB)
//D0.1.4 (4) 1.)MUM,:=[x|xEM, oder x€M,}//
//D0.1.6 (5) P(M):= [A] AcM|//

Bew:MeP (n) U P (B) & M€EP(A) oder MEP(B) <« McA oder McB =
D0.1.4 1) DO.1.56 *
(Umkehrung stimmt nicht, siehe c)

McCAUB < McP (AUB)
DO0.1.6

*XEM = xEA oder xXE€EB => xEAUB
Anschauungsbeispiel

B A |
) M < AoderB

c)P(a)UP(B)=P(AUB) gilt im allgemeinen nicht (anhand eines
Gegenbeispiels)

Los:A=[a}, B=[b|, a#b, AUB=|a,b}
P(@®)UP(@B)=(o,(a]jule,(B]|=(e,n,B]|=(o, a](b]|#(@, (a](bl{a, b]|=
P@auB). aAlsoP((a)U P (B) #P (AUB)

Bem:Wenn man den Bew b genau anschaut, so sieht man, dass nur an
einer Stelle keine Aquivalenzumformung gemacht wurde.
McA oder McB = McAUB. Hier gilt die Umkehrung nicht
(z.B. A=[a}, B=[b}, a#b und wihle M=AUB) Deshalb konnte in
b) kein ,,=, stehen.

A0.1.10 Seien A;,A,,B;,B, Mengen. Zeige:
a) (A;xA;) N (B1xB,) = (A1MNB1) X (A,NB,)
//D0.1.4 (4) 2.)MNM;:=[x|xEM, und xEM,//
//D0.1.7 (5) M*M, := [(x,y)] x€M, und yEM,}//
Bew: (X1, Xz) € (A1*Az) N (B1*By) & (x1,X2) EAL*A; und (X1, X2) EBl*Bz 6 &
D0.1.4 2.) D0.1.7)
(x,€A; und x,€A,) und (x;€B; und x,€B,) <
(x €A; und x:€B;) und (x,€A, und xX,EB,) N
1 D0.1.4 2)
x,€EA;NB; und x,€EA,NB, N (X1, X5) € (A1NB1) x (A,NBy)
D0.1.7)

b) (AixA,) =0 & A,=0 oder A,=0Q

//D0.1.7 (5) MI1*M2 := [(x,y)] x€M, und y€M,}//

Bew:dazu aquivalente Aussage (A;*A,) #0 < A0 und A,#0O
(A*A,) #0 < I (a,a,) € A *A, - © 1 a;€A;und d a€A; <

DO0.1.7
A#Q und A,#0



Andere Formulierung:
»=>, Sei (A,;*A,)=0@. Annahme: A;#@ und A,#@ = 3 a,€A; und 3 a,€A, =

(a1, az) €EA*A, Widerspruch da (A;*A;)=0. Also Annahme falsch,

d.h. A,=0 oder A,=0
<V Sei A=0Q oder A,=0. Annahme:
d a;€nr, und 39 a,€A, = A,#@ und A,#0O.
Widerspruch, also Annahme falsch, d.h. (A;*A,)=0.

(A *R) #@ = (a1, a2) EA*A, =

”

c) (.)Wenn A;CB; und A,CB,, so A, *A,CB,;*B,;
(..)im Falle A;*A, #@ gilt 'rauch die Umkehrung
(d.h., wenn A;*A,CB;*B,, Iso A;€B; und”A,CB,.
Bew: (.)Z.z. A,CB;, und A,CB, ¥ A, *A,CB,%B,.
Seil (x;,%X,) EAL*A, = x,€A; und XQE/AZ/ = X.€B; und x,EB, =
/ A cB,,A,c=B,
(x1,%,) € B,*B, d.h. Al*Achl/*/éz
(d.h. wenn A;*A; © B1*B,;, 60 A;CB; und A;CB;)
(..)Zusatzlich sei A *A, £0
Z.z. A*A,CB,*B, = A,€B; und A,CB,:

Bew von A;CB;: Sei‘ggle_Al = Nach b) folgt aus A;*A, #0, dal A,#O
= 3 xX,EA, & (X1,X,) EA*A, = (%1, X,) €EB;*B, = x;ER; und x,EB,
A, xA,cB*B,

= x,€EB; = A,CB;
Bew von A,CB, analog

Rechenregeln,Folgerungen zu Mengen (8)

1.)Fir jeweils beliebige Mengen M;, M,,

a)Kommutativgesetze
M; UM, = M,UM,

M3 gelten die
MlmMz = M2 li

b)Assoziativgesetze

(M;UM,) U M; = M; U (M2UM3)1 (MiNMz) N My = M; N (MNM3)

c)Distributivgesetze
M, N (MUM;) =(M;NM,) U (MiNM3), M, U (MNM;) =(M;UM;) N (M;UM;)

x€ M; N (MUM;) < x€ M; und (XEM, oder xXEM;) <

Bew:
(x€M; und x€M,) oder (xX€M; und x€M;) < x€ (M;NM,) U (M;NM;) .

2.)Fir beliebige Mengen M;, M, gilt
a)MluMz = M2 = Mchz

Bew:AQ0.1.1
b)MU® = M;, MNO = @
c)M,cM, = (M;¢) €=M,
d) (M;UM,) € = M; €NM, < (M;NM;) €= M; € UM, ¢ Morgansche Regeln

Bew:x€ (M;UM,) ¢ < x¢ (M;UM,) < x¢M; und x¢M, © x€M; € UM, € .



Allgemeiner:
Sind Ay, fir j€J, eine beliebige Anzahl von Teilmengen einer festen
Grundmenge X, so gelten:

X/ ( UjeJAj) = mjeJ (X\Aj) ’ X\ ( m;eJAj) = UjEJAj (X\Aj)
Das Komplement einer Vereinigung ist der Durchschnitt der
Komplemente....

Bew:Sei xfX/(Y.,e;A;), d.h., x€A; fir mindestens ein je&€J.
Das ist gleichbedeutend mit xfX/A; fir dieses j, also
X€ MN.c; (X\A;), und somit ist X/ (U.,c;Aj)= N (X\A5) .
Zweiter Teil analog

e)M;cM, (cM;) & MS M .

Bem:Dualitatsprinzip. Bei Komplementbildung finden folgende
Vertauschungen statt:
U-n, N-»U, ¢c->5, > - <, M - M¢, M¢C—- MC €=M,

A0.1.11 Setze B;=X\A; V j€J und fihre die zweite de Morgansche Regel auf
die erste zurlick: M cCcM,(cM;) & M,¢cM; <

A0.1.12 Es seien A,B,C Mengen. Zeige: CCA < (ANB)UC = AN (BUC)

//Distributivgesetze (8) J Ml ) (MzmMg) = (MJUM2) n (MluMg) //
//D0.1.4 (4) 2.)MNM;:=[x|/xEM, und xEM,//
Bew:,=>" Sei CCA. Z.z (ANB)UC= AN (BUC) :

(ANB) UC \ Gl 526 N (BUC) =AN (BUC)
=A.da C — A

stlrlbunvqese[z

,<V Sei (ANB) = A N (BUC) Z.z CCA
Sei x€C = XE ANB~oder xeC & x&€ (ANB)U C
> xeE A x€ (BUC) = x€A d.h. CcA
D0.1.42 2)

Widerspruchsbeweis:

Sei x€C. Annahme x €A (= x&€A oder x&BUCQC)

X &AN (BUC) = x& (ANB)UC

(d.h. nicht (x€EANB oder x€C)) = x&ANB und x&C =

X &C Widerspruch, also ist die Annahme falsch, d.h. x€A
(Wir haben gezeigt: x€C = x€A)

A0.1.13 (Siehe auch Distributivgesetze)

Seien A,B und C Mengen. Zeige:

a)AU (BNC)=(AUB) N (AUC)

Los:x€EAU (BNC) & x€EA oder xXEBNC < xEA oder (x€B und x€C)
< (XEA oder x€B) und (x€EA oder x€C) & xXE€(AUB) und x€(AUC) <
€ (AUB) N (AUC)

b) (AUB) NC=(ANC) U (BNC)

10



A0.1.14
Es seien A,B und C Teilmengen einer Menge X#0Q.Zeige:
a)ACB & BFCAC.
I8s: (.)ACB = BFcCA®: Sei x€Bf d.h. xf{B = xfA (sonst x€EA = xEB
Widerspruch) = x€A® = BFcAS
(..)Sei B‘cA®,es folgt nach (.) (A%)“c(B)“=> ACB
b) (ANB) “=A‘UBC
Los:Sei x€(ANB)“baf < x¢{(ANB) < xfA oder x{B &
XEA® oder x€EBF < xEA“UBC

D0.1.8(10) Sei S#©@ ein System von Mengen (= Menge von Mengen)
dann heilBt
1.)die Menge , *:= (x| 3 MeS: xeM]

die Vereinigung aller Mengen aus S

2.)die Menge , ™ := (x| V MES: xeM]
der Durchschnitt aller Mengen aus S

3.)das System S (paarweise) disjunkt:e
vV M,MES, M#M, : M\NM, = @

4

Bem:Die Morgan’schen Regeln gelten fiir beliebige U N, d.h., falls
flir ein System von Mengen S#©@ und eine Menge a7 gilt: MC js:

Y MES (.) ( ”“_Mr ) C = A C , ( . ) ( ”“_Mr ) C =

W=y

A C
5

e

RR 2C) M1CM2 = (Ml (") C= M]_

Bew: (.)xXE(, M)<C & x€ )7 und x& M & x€ a7 und x¢gM V MeES <

XEM® V MES < x€ M C
(L)) e T )= (.

A0.1.15 Beweise: A\ (B\C)=(A\B)U (ANC)
#Los: V x€(A\ (B\C) gilt: {x€A " xZ(B\C)} e (x€A "(xgB " x€C)}
# {x€n " (x¢B) " (x€A " x€C)} & xE (A\B)U (ANC)

A0.1.16 Mengen in einfacher Form angeben
a) Xx= U n [g-g,gte]

geQ €>0,eeR

€  [g-g,gte]l® N [g-g,gte]

G- =g =g+ €>0,eeER
1
e x>g = 1 &>0: x>g+te.+ (Bsp stza (x-q)) = x€[g-&., gt+e.]

Los: Sei geQ baf = g

®e x>g analog x&[g—&., g+e.]
® & ee xZ [g-g,gte] = n  [g-g, gte]l={q} =

K €>0,e€R

X=uU n [g-g,qgtel=__ o =Q.
qeQ €>0,e€R G0
b) Y=n U [g-g,gte]

qgeQ €>0,ecR

Los : Sei g€Q baf, x beliebig, &>|x-q| beliebig = x€[g-¢,g+e]

X€ U [g-g,gte] = Nn [g-¢g,g+e]=R =

€>0,eeR €>0,eeR

Y=n U [g-g,gte]l=n — R

geQ €>0,c€R qeQ 2
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c) Z=uU n [g-g,gte]

g3Q ¢€>0,eeR

Lés: €>0 baf, wahle neN: n < 2¢ = =[0-¢,0+e]€ N & [n-g,n+e]€ = n
Nunb;;c‘hriinkt 0€Q,neQ a<Q n<2e 95Q
[0-¢,0+e]N[n-¢g,n+te]=0 = n ([0-¢,0+e]N[n-¢,n+e])=0 =
a<Q ebeliebig
zZ=uU n [[g-g,gte]l= n ©=0
g3Q €>0,e€R €>0,eeR
A0.1.17

Def: A(Z):={(x,y)€EZ|x=y}CZ?, Zeige: XCY & A(X)cA(Y)
Bew: ,=“ Sei XCY & (a,b)€A(X)= (a,b)eEX?=XxX, a=ﬁ(%a,b)€A(Y)
L, Sel A(X)cAlY) & xXEX = (x,X)EX? = (x,x)EA( > (x,x)ENY)=>
(x,x) EY? = xEY

A0.1.18 X,Y#@, f:X->Y, f(ANB)Cf(A)N f(B) Y A,BeEX
Zu zeigen: f injektiv & f(ANB)=f(A)Nf(B) V A,BeX

Bew: «=»» f injektiv & yef(A)Nf(B) (Z.z ye€f (ANB)) =
y&f(A),yef(B)
d xeA:y=f(x),dx €B:y=f(x) = X=X = X=X €EANB =X

finjektiv,x ,x €X

y=f(x)=f (x )€Lf (ANB)

»e=" x, X €X, y:=f(x)=f(x) = yE f({x})ﬁf({x})=f({x}ﬂ{;( 1) > x=x=
— — N {x) =0

~tieay =(()}

f injektiv da yef ({x}Nf ({ )N( 1)
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