1(300) Axiomatische Einfihrung der reellen und
komplexen Zahlen

1.1(300) Gruppen und Korper

Zahlen Einfihrungsgrund
1.)natirliche Zahlen Abzahlung
N:=(1,2,3,...]

No:={0,1,2,3,...}

2.)ganze Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Z:=Nu{0ju{-1.-2.-3...} x+n=m mit n,m €N.
=NU[{0JU{-n|neN} Menge der ganzen Zahlen
3.)rationale Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Q:=F)pEZIQEN} x'n=m mit n,meZx.
q

Menge der rationalen Zahlen

4.)reelle Zahlen R Losen geometr. Aufg.
2m Einheitskreisumf
Grenzwerte von Zahlenfolgen
aus Q. x?=2

5.)komplexe Zahlen Losen quadrat.Gleichungen
x%+1=0

Im Folgenden werden 2 unterschiedliche Verknipfungen @&, ® definiert die
nicht mit den aus dem blirgerlichen Rechnen bekannten Plus + und Mal *
identisch sein missen, aber wie aus den Rechenregeln dann ersichtlich
sein wird, identisch sein kénnen. Da es sich jedoch meist um die
Verknipfungen +,* handelt, erscheinen in der Regel spater nur diese im
weiteren Text. Sollten andere Verkniipfungen gemeint sein, werden wieder
®,Q® verwendet. 0 und 1 sind zunadchst auch nicht bekannt, deshalb
erscheinen, um auch Verwechslungen aus alter Gewohnheit zu vermeiden,
die Zeichen 0 und 1 mit evt anderer Bedeutung. In Formeln ist mir nicht
bekannt, wie in meinem Textbearbeitungsprogramm die Symbole gestaltet
werden konnen. Aus dem Zusammenhang sollte jedoch ersichtlich sein, was
gemeint ist. Anderungen erfolgen spater.
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Mengen und Verknipfungen

D1.1.1 Eine Verknipfung ordnet durch eine Vorschrift Elementen einer
Menge Element (e) einer Menge zu. Dadurch entsteht ein
Verknipfungsgebilde.

Verknipfungsgebilde auf einer Menge:
® Menge M, mit einer auf ihr definierten Verknlpfung. Symbol: o
® M+0
® a,beEM wird acb €M zugeordnet.
Abbildung w, die 2 Elementen aus M ein Element von M zuordnet,
Schreibweise (M, w)
Bsp: N={1,2,3,4..}, Verknipfung
°© : + (Addition)

1+2=3€N, 2+4=6€N,...= Verknupfungsgebilde (N, o )=(N,+)
© : : Division...a:b
2:5#N = (N, o )=(N,:) kein Verkniipfungsgebilde
Dl1.1.2

a)Kommutatives Verknipfungsgebilde
V a,beEM gilt acb = boa &
(M, ©° ) heiRt kommutatives Verknlpfungsgebilde

Bsp:® ©° : + (Addition), (N, o )=(N,+)
N={11,2,3,4..}.. 1+3=3+1 = kommutatives Verkniupfungsgebilde
a b
3 7 7 3
° = y ), T 1T F T —
e (Q, )=(Q, :) R cig
(Q, :) kein kommutatives

Verknipfungsgebilde

b) Assoziatives Verknipfungsgebilde
V a,beM gilt (acb)oc = ao(boc) &

(M, ©° ) heiRt assoziatives Verknlpfungsgebilde
Bsp:® N={1,2,3,4..}, (N, o )=(N,+)
(1+2)+3=6=1+(2+3) = (N,+) assoziatives Verknupfungsgebilde
e (Q, ° ), o =Q%Q, gewahlt 2,4,6€Q,
(2 o 4) o 6=(2;—4) o 6=3 o 6=3;—6=4,5€Q
+ +
2 o (4 o 6)=2 o %=2 ° 5=%=3,56Q

= (Q, ° ), Verknipfungsgebilde
= 2 ©° 4) o 6#2 ° (4 ° 06),
(Q, ° )kein assoziatives Verknipfungsgebilde

c)Verknipfungsgebildemit Existenz von neutralen Elementen
Vor: neM, (M, o )
Aussage: n heilt neutrales Element in (M, ° )&
V a€M gilt a ° n=n ° a=a

BSP3 N={112I3I4"'}I (NI*) (N/+) (NOI+)
1*x?=1 1*1=1 1+72=1 1+0=1
2*%7=2 2*1=2 2+7?=2 2+0=2
3*?=3 3*1=3 3+?=3 3+0=3
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n=1 0¢N, kein n n=0€N,

d) Verknlpfungsgebilde mit Existenz von inversen Elementen
Vor: a,neM, (M, ©° ), (n neutrales Element)
Aussage: In (M, © ) heiRt a’€M inverses Element von a <

a °o a’'=a’' o a=n
Bsp: (Z,+)e n=0 (Q,*) (N, *)

7+ (=7)=0 4*%*%. 7r2=1

-5+ (+5)=0 %*fg=1 2¢N = ﬁ a'eM =

kein Verkniipfungsgebilde mit Existenz von
inversen Elementen 7

D1.1.3 (301)Eine Gruppe ist eine Menge G mit Verknipfung o
z.B +, * usw G ° G—=G, (a,b)—a ° b, sodass folgende Axiome V a,b,ce€G
erfillt sind
a) Assoziativgesetz (a © b) o c=
b) 3 neutrales Element e€G, a o
c) V aeG 3 Inverses Element a’'€G: a © a’'=e
Bem: Man sagt G ist abgeschlossen, da alle Elemente und Ergebnisse in G

o (b o ¢)

Bsp:e Ist (N,+) Gruppe? Nein, denn a + e # a
EN €N eN
( 1 (Z,+) Gruppe? Ja, 0 neutrales Element,
-a Inverses... (a+(-a))=e=0
YY) Permutationen P (M, ©° ), P(M)xP(M)—P (M)

//# DK3.1,1"' Permutationen ohne Wiederholungen (eigener Versuch)
// #Sei X={1,2,..,n},

// #Abbildung m&; : X—X ist eine Permutation von X
bii:ktiv

//# DK3.1.1'' Jede Belegung einer geordneten Menge

//# <m(a,),m(a,),.,m(ay)>, 7T bijektiv,

// n(al)/ﬂ:(a2)/---/n(ak)e{al /a2l---lak}=XI

//# heist Permutation von X.

//Analysis 1
//D0.2.5(202) Seien f: X—=Y und g:Y—Z vorgegeben, dann heilt die
//Abb.g ° f: X->7 definiert durch xPg(f(x)) V x€X die
//zusammengesetzte oder verkettete Funktion aus f und g // (Komposition
von f mit qg)
//Bem:1.)Die Komposition ist assoziativ, aber nicht kommutativ:
// (h o g) o f=h o (g o 1) f o (ge° h) =(f > g) °onh
// g o f#f o g

Bew: Bedingung a) erfillt...

DK3.1.1 Permutationen sind Abb =
DO0.2.5
(Pa ° Pb) ° Pcz(Pa(Pb))Pc (M) =Pa(Pb(Pc (M) ) )=Pa °© (Pb °© Pc)

Bedingung b) erfillt..
Poly=P (Ia(M))=P (M) = e=Iw(M)

Bedingung c) erfillt..
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V P (M)eG 3 Inverses Element P! (M)EG:
bijektiv
P (M)OP™" (M) =P (P~ (M) ) =Ia (M)

eeee (Q,a0b) Arithmetische Mittel (Q...rationale Zahlen)
a b
(aob)+c 27T 4 b e +
(aob)xoc > 5 R
b ¢ b ¢
©5*3) 37 4 b e
(ao (boc)= 5 = 5 :=§~Fzﬁ-z keine Gruppe!'!

L1.1.1 (302)Sei G Gruppe

a) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt
b) Es gilt e © a=a ©° e=a V a€G
Cc) Zu gegebenem a€G ist das Inverse eindeutig bestimmt
d) Es gilt a’ © a=e (nicht nur a ° a’'=e)
Bew: d) Sei a€G, a’ Inverses zu a, a ~ Inverses zu a =
a’” o a=(a’ ° a)e=(a’a)(a’a’)=(a’(aa’))a’‘=(a’e)a’ '=a’"a’ ‘=e
b) ea=(aa’)a=a(a’a)=ae=a
a) Sei € ein weiteres neutrales Element zu e = eeé€ =e

1
c) Sei ad eine weiter Inverse zu a =

d=ed=(a’a)d=a’ (ad)=a’e=a’
Schreibweise: a!'= Inverse zu a

L1.1.2 (302) (a')'=a, (ab)'=blal, ax=ay = x=y, da a 'ax=d '‘ay
e e

D1.1.4 (302) HEG heibt Untergruppe, falls H mit der Verknipfung von G
selbst eine Gruppe ist.

Bsp: z<(Q,+)

L1.1.3 (302) H Untergruppe von G
a) Das neutrale Element von H ist das von G
Bew: Sei ey das neutrale Element von H und ey?! das Inverse in G =
e=eyey '= (egey) e '=ege=ey
b) Ist h€H, so ist h™*€H und ist das Inverse bzgl H
Bew: h€H, h’ das Inverse bzgl H = hh’'=e = h’'=h"!
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D1.1.5 (303) Gruppe G heiBt abelsch,
falls G Gruppe und ab=ba V a,beG
Bsp ® (Z,+) abelsch...3+4=4+3
ee (Q*=Q(\{0},*) abelsch
ee®e® Pcrmutationen P (M) ist nicht abelsch,
falls M mehr als 2 Elemente hat

# DK3.1.1' Permutationen ohne Wiederholungen (eigener Versuch)

Bez: a a,.... a,
' 7(a) 7(a,)..7(a,
Bew: Exemplarisch fiur P( 3 )
3Ele?nente
_(1 2 3} g1 2 3),
1 3 2 2 1 3
aop= 12 3), Nebenrechnung 1= 2= 3, BOG=(]' 2 3)
3 1 2 B @ 2 3 1
aop#poa.
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eeee //S1.5.16(764) (Division mit Rest)
// ¥ p€Z und meN I eindeutig bestimmte Zahlen g&€Z und
//r€{0,...,m-1} mit p=mg+r (Beweis siehe P15f Seite 764
# Bem: p/m=g+r/m o
Sei meN, Z modulo m: ~"Zn={0,1,2..,m-1}
Definiere a®b = Rest von a+tb nach Division durch m

m=2, a= b= 0 1
a®b 0 ‘ 0 ] NR: (0+0) :2=0 Rest 0, (0+1):2=0 Rest 1
1 1 0 (14+40) :2=0 Rest 1, (1+1):2=1 Rest O
m=3, a=| b= 0 1 2
a®b 0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
m=5, a=| b= 0 1 2 3 4
a®b 0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Feststellung (Zm,®) ist eine abelsche Gruppe

Bew: (a®b)®dc=a® (b®c) 2

® Es gilt (atb)+c=at(btc) = Reste modulo m sind gleich.
® Neutrales Element ist 0: a+0=0

e Inverses Element, sei a€Zm, setze a =Ma falls a0
| -~ 0 falls a=0
Y 0<a'=sm-1
Behauptung a’ ist Inverses zu a
1. Fall a#0: a®a‘= Rest von a+a‘=Rest von a+m-a=
Rest von m=0

2. Fall a=0: a®a‘=080=0

° a®b= Rest von atb=b+a = Rest von at+b=Rest von a+b= b&a.
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D1.1.6 Menge My#©@ ist Halbgruppe <
e (M;, ©° ) abgeschlossen
®e s gilt das Assoziativgesetz (a © b)0 ¢ c=a ©° (b ° ¢)
Bem: Jede Gruppe ist eine Halbgruppe
Bsp: (N,+), a © b... 2 o 4=2+4=6€M, abgeschlossen,
(2 o 4) o T=2 o (4 o 7)
(2+4)+7=2+(4+7)=13

V a,b,ceMy

D1.1.7 Menge Mz#@ mit 2 Verknipfungen &,® ist ein Ring (M, ®,®) <

Es gilt e (M, ®) ist abelsche Gruppe
ee (M;,®) ist Halbgruppe
®ee Fs gelten die Distributivgesetze
a® (b®c)=a®b+a®c
(a®b) ®c= a®c+b®c V a,b, cEM;.
Bsp: Z={...-2,-1,0,1,2,..}, (Z,+,*)
D1.1.5 Bsp: (Z,+) ist abelsche Gruppe
In (Z,*) gilt D1.1.6 e und ee = (Z,*) ist Halbgruppe
In (Z,+,*) gilt das Distributivgesetz a* (b+c)=....
(Z,+,*) ist ein Ring

D1.1.8(303) Eine Menge mit mindestens 2 Elementen heift Koérper K

(K,®,®): © 3 2 Abbildungen (2stellige Verknupfungen)

®: KxkK—»K und ©®: KxK—-K welche folgenden Axiomen genigen:

(A1) Assoziativgesetz fiur Assoziativgesetz fur @:
(a®b) ®c= ad® (b®c) V a,b,cek,
(A2) Existenz des @ neutralen Elements bzgl &:
d genau ein Element 0€K mit a®0= a V a€K
(A3) Existenz eines Inverselements bzgl &:
V aeK 3 genau ein -aeK mt a® (-a)=0
(A4) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b = b®a VYV a,bekK
(M1) Assoziativgesetz fiir ®: a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK
(M2) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:
3 genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® 1=a V aeK
(M3) Existenz des bzgl ® inversen Elements
V a€eK\{0}, 3 genau ein Element a'eK mit a®a '=1
(M4) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b=b®a V a,beK
(D) Distributivgesetz fir & und ®: a® (b®c)=(a®b)® (a®c)

Andere Formulierung:
Ein KOrper ist: Eine Menge K mit 2 Verknipfungen &, ®: KxK—K,
so dass: 1. (K,®) ist eine abelsche Gruppe
das neutrale Element heilt 0=0x
2. (K®°=K\{0},®) ist eine abelsche Gruppe
3. Es gilt das Distributivgesetz
a® (b&c)=a®b®a®c
Das neutrale Element von (K®,®) wird 1=1x genannt.

Beachte, dass das Ergebnis von @ oder ® per Definition wieder zu K
gehdren muss. Wir sagen auch: ein Korper ist immer abgeschlossen bezgl &

und ®.

Sind die beiden Abbildungen Addition bzw Multiplikation, dann sind die
Elemente des Korpers Zahlen. Jeder derartige Kdérper K enthdlt mindestens
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2 Zahlen, nadmlich O und 1 und es gibt einen Kdrper, der genau aus diesen
Zahlen besteht:

Bem:1.) (A1), (A2), (A3) bedeutet bzgl ®: (K,®) ist Gruppe,
die wegen (A4) Abel’sch ist.
(M1), (M2) ,M3) bedeuten, (K\{0],®) ist Gruppe,
die wegen (M4) Abel’sch ist
2.)LaBt man in (A2) die Eindeutigkeit von 0 weg, so
folgt diese aus (A4):

Bew:Sei a®0=a und a®0=a V a€eK = 0®0=0 und 0®0=0 =
0=080=08 0=0
3.)LaRt man in (A3) die Eindeutigkeit von -a weg, so folgt diese
aus (Al), (A2), (A4):
Bew:a® (-a)=0, a® =0 fur aeK

a = a®0 = ,@@0(-a)) T(,0a)®(-a) = (a®,)®(-a)=

O (-a) - (-a)e0 T-a
4.)Analog folgt in (M2) die Eindeutigkeit der O mit (M4)und in

(M3) folgt die Eindeutigkeit von a ' fiir a#0 auch aus den
anderen Axiomen (M1), (M2), (M4) statt &—®

Konventionen:a®b®c®d: = (a®b)® (c®d) a-b:= a® (-b)
—a-b:=(-a)® (-b) §§:= %g: =a:b :=a®b ' ,b#0
b ':= inverses Element von b

zu (M3):Sei (a,a)€KxK\{ (0, 0)]
Ansatz: (a;,a;) ® (b, b,)=(a;1®b;-a,®b,, a;9b,®a,8b,)=(1,0) =

ab, - ab, =1 a, - q,
' ' unbekannt b, b, ® b= — T o=
ab, +ab =0 a, +a, @ +a) #0

5.)Ein Korper hat mindestens die Elemente 0 und 1

Bsp:eSei K={0, 1} mit 0®0=0, 0O 1=1®0=1, 1® 1=0,
0®0=0, 0® 1=10=0, 1® 1=1

Verknipfungen als Tabelle:

®| 0 1 ® | 0 1

0|0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1

alle der oben stehenden Axiome gelten, dass also K mit dieser
Definition ein Korper ist.

(A1) (180)e®1=1® (0®1)=0, (1e1)® 1=10 (181)=1 .usw

(A2) neutrales Element 0: 1®#0=1, 0#0=0

(A3) Inverselemente 0=-0, 1=-1: 1®(-1)=0, 08 (-0)=0

(Ad4) 190=001=1 ..usw

M1) 1@ (0®1)=(1®0)® 1=0 ..usw

(M2) neutrales Element 1#0: 0®1=0, 191=1

(M3) 1 inverses Element a '=1 V a€eK\[0}, d.h fiir 1, 1®1=1
(M4) 1®80=0®1=0 usw
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(D) 1® (0e1)=(100)® (1®1)=1 usw

ee Geg (K,®,®) a®b=a+b+l, a®b=a+b+a*b, (K,®,Q®) Korper?

Bez: 0 ist das neutrale Element, (-a) das inverse Element
in K.

(Al) a® (b®c)=a® (b+c+l)=a+b+c+l+l=a+b+l+c+l=(a®b)+c+l=
(a®®b) &C

(a2) a®0=a, a®0=a+0+1 = a=a+0+1 = 0=-1

(A3) a®(-a)=0=-1, a®(-a)=a+(-a)+1 = -l=a+(-a)+1 =
(-a)=-2-a

usw
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eee Es gibt einen Kdrper mit 2 Elementen, namlich F,=Z,,={0,1}

Definiere Addition + wie gehabt &
Multiplikation ® durch a®b= Rest von a*b

nach
Division durch m=2
® 0 1 ® 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Axiome nachrechnen..siehe auch Analysis P11 Seite 301

1.) siehe LD3 Bsp eeee

2.) F,2 ={0,1}\{0}={1}, 1*1=1 abelsche Gruppe

3.) Distributivgesetz mit Tabelle nachrechnen oder meN, Z,

® erledigt
® Distributivgesetz a®b=Rest von a*b nach Division durch m

Distributivgesetz das in Z gilt vererbt sich auf Z,,
Es gilt a(b+c)=ab+ac in Z
a® (bdc)=(a®b) ® (a®c)

ohne Bew: Z,, ist genau dann ein Kdrper, wenn m eine Primzahl ist
eeee /,-{0,1,2,3}, 2=1®1, 3=1®1@®1, (VerknUpfungen wie bei eee) Kdrper?

® o 1 2 3 ® o 1 2 3
o o0 1 2 3 O 0 0 0 O
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1 2 hat kein Inverses 2®°?=1

= Z,,={0,1,2,3} kein Koérper

Konstruktion eines Kérpers K, mit 4 Elementen
Z,,={0,1,2,3} kein Korper =

K, kann nicht nur aus Elementen der Form

0,1,1®1,1®1®1, ..bestehen =
3 aeK,, ' 0,1,a,a+1eK,= s
D1.1d e
Sei a€eK, f\\a+1€K4=: Ki={0,1,a,a+1} mit
D111 LT

D1.1.1 (n4): a®l=1@a, -7

1©1=0 da: 1®1#1, 1®l#a, 1®61l#a®l
a®a=a® (101)=a®0=0, (a®1)® (a®1l)=(a®1l) (101)=(a®1l)®0=0,

(a@1)®1=20 (101)=a=16 (a®1), (a®l)®a=a®adl=1

@ 0 1 a adl 0 ist Nullelement
0 0 1 a ael jedes Element hat genau 1 Inverses
1 1 0 a®l a Assozitivgesetz gilt
a a adl 0 1
a®l | as®l a 1 0
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a® (a®l) #0, da sonst a=0 oder a®1=0
a® (a®l) #a, da sonst (a®l)=1
a® (a®l)#a@®l, da sonst a=l1 = a®(a®l)=1 Analog
(a@l) ®a=1
=> a®a=1®a=a®l da (a®l)®a=(a®Ra®l®a)Pa=a®ad(l®ada)=
a®a®(a®a)=a®a®0=1®a (siehe & Verkniupfung)
und (a@l)® (a®l)=(a®l) Qa®ad®l=1®ad®l=a

® 0 1 a adl
0 0 0 0 0 Jedes €K, #0 hat 1 multiplikatives
1 0 1 a ael Inverses (in jeder Zeile 1x die 1)
a 0 a ael 1 Assoziativ- und Distributivgesetz
aedl 0 ael 1 a nachzurechnen.

Al.1.1 Zeige:

a)V aeK:a®0=0

Los: Verwendung von - siehe Konventionen.
Sei b=a®0 gesetzt. Dann ist b=a® (0©0)=(a®0)® (a®0)=b&db =
0=b-b=( (b®b) -b=b® (b-b) =b®0=b

b)Das additive Inverse -a zu einem a€K ist eindeutig bestimmt und es
gilt -a=(-1)®a, wobei -1 das additive Inverse der Zahl 1 bedeutet.
Los:Gelte a®b=0 und a®c=0. Mit den Axiomen folgt dann
b=b®0=b® (a®c)=(b®a) dc=(adb) ®c=0®c=c, also b=c.
Weiter ist a+(-1)®a=a® (1® (-1))=a®0 und nach a) ist a®0=0.
Also ist (-1)®a additives Inverses zu a.

c)Das multiplikative Inverse a”' zu einem a€K\{0} ist eindeutig bestimmt
Los:Ann a®b= 1=a®c = c=c® (a®b)=(c®a) ®b=(a®c) ®b= 1®b=b = Beh

Al.l1.2

Es sei K ein Kérper und a,beK. Zeige die Binomische

Formel (a®b)?= a’®2®a®b®b’ nur mit Hilfe der Kdrperaxiome.
Hierbei ist 2: = 181 und x? = x®x fiur x€K

// D1.1.1 (300) (Al) (a®b)&®c= a® (b®c) V a,b,c€K,//
//(M2) 1#0 und a® 1=a V a€kKk (M4) a®b=b®a V a,beK //
// (D) a® (b®c)=(a®b)® (a®c)//

Bew: (a®b)?=(a®b) ® (a®b) - (a®b)®a @ (a®b)®b =
(D) (M4)
a® (adb) & b®(a@b)£§(a®a@a®b) ® (b®a & b®b)=

p
ol

(a’®a®b) @& (a®b @& b?) ((a’®a®b) @ (a®b)® b*=

LN
=

1

((a’® (a®b®a®b))® b? -
(M2

—

(a’ ® (1® (a®b)) @ 1® (a®b))® b2(-b:)

(a’® (a®b)® (1 1))@ bz(/\i) (a’®2® (a®b) ) & b=

a‘’® 2®a®b ® b’ Klammern kdénnen wegen (Al) und (M1) weggelassen
werden

Genauer steckt im letzten Schritt eine Def und zwar
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XOyBz:=(xBy) Bz 3:X®(y®z)
Al

X®Y®z:=(xQy) ®z=xQ (y®z) jeweils x,y,z€K

Al.1.3 Gegeben sei ein Koérper (K,+,*). Setze man 2:=1+1.
Definiert man auf (K) Abbildungen & und ® durch:
a®b=at+b+2, a®b:=2a+2b+a*b+2, so erhdlt man einen Korper K*
mit Addition & und Multiplikation ®
Los:Definiere 4:=242=2*2=2*(1+1)=2*1+2*1=4
Uberprifung der Kdrperaxiome fur @& und ®
(A1) Fir a,b,ceK gilt (a®b)®c=(at+b+2)®c=a+b+2+c+2=a+b+c+4=
at+ (b+c+4)=a+ (b®c) +2=a® (b®dc)
(A2)Fur a€K gilt a®0=a < 0+2=0 < 0=-2 d.h.0=-2 ist
eindeutiges neutrales Element bzgl a.
(A3)Es sei a€K. Dann gilt & a®(-a)=0 & a+(-a)+2=-2 <

(-a)=-a-4, d.h.-a-4 ist das eindeutige additive
Inverse zu a bzgl®
(Ad)Fur a€K gilt: a®b=a+b+2=b+a+2=b®a
(M1) Fir a,b,ceK gilt:
a® (b®c)=a® (2b+2c+bc+2) =
2a+2 (2b+2c+bc+2) +a (b+2c+bc+2) +2=
2ati4b+t4c+2bc+4+2ab+2ac+abect+2a+?2
(a®b) ®c=(2a+2b+ab+2) c=
2 (2a+2b+ab+2) +2c+ (2a+2b+ab+2) c+2=
da+4db+2ab+4+2c+2ac+2bctabe+2c+2=
a® (b®c)=(a®b) ®c
(M2) V a#0=-2 gilt a®l1=a < 2a+2*1+a*1+2=a <
at+t2*1+a*1+2=0 © (a+2) (1+1)=0 & 1+1=0 & 1=-
d.h., 1=-1 ist das eindeutige Einselement bzgl ®
(Beachte 0®1=(-2)Q® (-1)=2(-2)+2 (-1) +2+2=-2=1)
(M3)V a#0 gilt a®a'=1e 2a+2a'+aa'+2=-1 o
a'(a+2)=-1-2-2a o a'= 2724 gy 3724
a+?2 a+?2
ist das eindeutige Inverse zu a#0 bzgl ®
(M4) Fir a,beK gilt: a®b=2a+2b+ab+2=2b+2a+ba+2=b®a
(D)a® (b®c)=a® (btc+2)=2a+2 (btc+2) +a (b+tc+2) +2=
2a+2b+2c+4+ab+tac+2a+2 und
(a®b) ® (a®c)=(2a+2b+ab+2) ® (2a+2c+ac+2) =
2a+2b+ab+2+2a+2c+ac+2+2 d.h.
a® (b®dc)=(a®b) ® (a®c)
Facit: (K,® ,®) ist Korper

Zeige:
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(309)Abgeleitete Rechenregeln (RR) in K:
Sei K ein Koérper. Dann gilt V a,b,c

1.) 0#1
Bew: 1= neutrales Element von Ke=K\{0} = 1#0 # a®l=a, a®0=0
1.)a®0=0 ®a=a, a®(-a)=(-a)®a=0 V aeK

a® 1= 1®a=a V a€K, a®a '=a '®a V a#0

//D1.1.1 (300) (A3) a®(-a)=0 (A4) a®b = b®a V a,beK//
Bew: folgt aus Kommutativgesetz ((A3), (Ad))

0*a =(0+0) *a=0*a+0*a
O*a+(-0a)= 0*a+0*a+(-0a)
0= 0*a

2.)V a,beK 3 genau ein x€K: a®x=b mit x=b-a
Bew:Sei x eine LOsung von a®x=b = (-a)® (a®x)=
(-a) ®b=b® (-a)=b-a = ((-a)®a)®x = b-a = 0®x=b-a=
x=b-a, b-a ist eine Lo&sung:
a® (b-a)=(b-a)®a=(b® (-a)) ®a=b®0=b

Andere Formulierung
// D1.1.1 (300) (A2) a®0=a V a€K (A3) a®(-a)=0//
//(A4d) a®b = b®a V a,beEK //

Fir x=b-a gilt a®x — a®b-a=a-a®b=a® (-a)®b ::O®b(::b®0 — Db

(A4) (A3) nd) (B2)

Eindeutigkeit:

Annahme x und y sind Ld&sungen = a®x=a®y = -a® (a®dx)=-a® (ady)

x®0=y®0 = x=y

3.)(.) -(-a)=a  (..)-(a®b)=-a-b -0-0
Bew(.):a®(-a)=0, (-a)®(-(-a))=0 =, (-a)®a=0
d.h. —-(-a) ist Losung von (-a)®x=0 = a = -(-a) (=x)

speziell -0=0
Andere Formulierung:
-(-a) eindeutige Losung von (-a)@®x=0, andererseits
(-a)®a=0 = -(-a)=a
(..):-(a®b) Lésung von (a®b)®x=0
(a®b) ® (-a-b)=(a®b)® ((-a)®(-b)) T, (a®b)®((-b)®(-a))=

a@((b@(-b)))@(-a)=a®(0®(-a))=a®(-a)(;;0 ji
-(a®b)=(-a)® (-a)=-a-b

Andere Formulierung
- (a®b) ist die eindeutige Lésung von (a®b)®x=0 nach (A3),

andererseits ist (a®b)® (-a-b)=a®b® (-a)® (-b) —

(A4)

a® (-a)®be (-a) 3, 060 —~ 0
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4.)V a,beK, a#0. I genau ein x€K: a®x=b
nidmlich x=a '®b=b®a '=b/a
//D1.1.1 (300) (M1) a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK //
//(M2) 1#0 und a® 1=a V aeK (M3) V aeK\[0/, a'eK, a® a'= 1//
//(M4) a®b=b®a V a,beK//
Bew:folgt analog zu 2.) und 3.) aus den Axiomen (M1l)... (M4)

5.)(@"'=a, (a®b)'=a'eb ' V a,b€K, a,b#0
Bew:folgt analog zu 2.) und 3.) aus den Axiomen (M1l)... (M4)

6.)a®b=0 © a=0 oder b=0. Speziell = a '#0 V a#0
// (D) (300) a® (b®c)=(a®b) @ (a®c)//

Bew:V“e,,1.) a=0 = a®b=0®b=(060) ®b (D:)

0®b @ 0®b d.h. 0®b ist Ldsung x von
O®b®x = 0®b. Da 0®b®0 = 0®b 7 0®b=0
2.) b=0 > a®b=a®0=0®a=0

,=, Annahme b#0 = 3 b™* mit b®bi= 1

= (a®b)®b=0®bt = (a®b)®b? = 0 37, a® (b®be®™*)=0 =

(M1)

a® 1,50 = 2a=0
Andere Formulierung:

Bew: a,b#0 = a,b&EK® = ab€&K® da K® Gruppe = ab#0

7.) (-1)®a=-a, - (a®b)=(-a)®b =a® (-b)

//D1.1.1 (300) (A3) ae@(-a)=0

//(M1)a® (b®c)=(a®b)®c Va,b,ceK (M2)1#0 und a® 1=a V aeK
// (M4) a®b=b®a V a,beK (D) a® (b®c)=(a®b)® (a®c)//

Bew: 7., aU;;a® 1(;%1®a, a® (-1)Q®a= 1®ad® (-1)Q®a —

(D)
(lo(-1))ea 5, 0®a 5 0= a0 (-18(a))=0,
a®x =0 hat die Losung (-1)®a und nach (A3) (-a) ji (-1) ®a=-a
-(@a®b) .., (-1)®(a®b) 7 ((-1)® a®b)= (-a)®b ,7,a® (-1)®b)=
a® (-b)

Andere Formulierung:
-a ist die eindeutige Losung von a+x=0. Andererseits ist

a+(-1)®a T, 2® 10a®(-1) Ta®(1e(-1))=a80-0 = (-1)®a=:a
Andere Formulierung:
ab+a (-b)=a (b+ (-b) )=a*0=0
Eindeutigkeit des additiven Inversen a(-b)=-(ab)
(-a)b=-(ab) analog
8.)e® a(b-c)=abtac, eeac=ab, a#0 = c=b
Bew: ® a(b-c)=a(b+(-c))=abta(-c)=ab+ (- (ac))=ab-ac

®e Fs gelte ab=ac = ab-ac=0 = a(b-c)=0= agfcgﬁr = b-c=0 =
9) (-a) ® (-b) =a®b
Bew: (-a)®(-b) = (( - 1)®a) (( - 1)®b) = (-1)®((-1)®(a®b)) =

7
(- 1)®(-(a®b))=-(-(a®b) )=a®b
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a®debec

10)%e9 = 22""""" v 4,b,c,deK, b,d=0
b d bed
Bew %@g = a®b '® c®d '= a®d® d '®@b '@ cebeb '@ d '=
a®d®eb '9d '® cobeb 'ed ' (a®d © b®c) ® (b'ed )=
4 a®debec
(a®d ® b®c) ® (b®d) '= ————, b,d=0
bed
AL | 4) b,d#0
527 T bed olgt aus (M4) ’
Bew:Z.z (ab™ ") (cd " =(ac) (bd)’
-1 -1 -1
(ab'?) (cd"Ny=(ab ") (cd-y LD DD _ b b.d d (pg)1=(ac) (bd)"’
=1 =1 =1
d
a.,c _ 4% b,d, c#0
b d b®c

Ab jetzt konnen die Zeichen + und * verwendet, wobei es sich nicht
unbedingt um die Zeichen des ,blirgerlichen“ Rechnens handeln muB. Die
Axiome und Rechenregeln treffen aber zu, deshalb ist es auch richtig,
wenn die bekannten Verkniipfungszeichen verwendet werden. * wird/wurde
haufig auch weggelassen, wenn der Sinn aus dem Zusammenhang ersichtlich

ist.
Al.1.4 Wie sieht es mit der Losungsmenge zu RR4 fir a=0 aus?
Al.1.5 Zeige, daB(-1)’=(-1)*(-1)=1 (-a)’=a®gilt.

Al.1.6 Seien a,b,c,d Elemente eines Korpers. Zeige
b b
a)ELJL—(a,c¢O)
ac C

-1
1) (cd m b cdld (bd))=(ac) (bd) .

=l =1

Loés: (ab™) (cdt)=(ab

a/b_ad g §20)

b
)c/d bc

314



Al.1.7 Es sei (K,®,®) ein Korper mit der Eigenschaft
x?+y?#0 V (x,y)#(0,0). Auf KxK seien folgende Verknupfungen

definiert
(X1,%X2) @ (Y1,V2) := (Xatyi, Xty2)
(X1, %) ®(y1,V2) = (X1 Vi—X2V2, X1V2tX2V1)

Zeige, daB (KxK,®,®) ein Kdrper ist

Bem:Wahlt man K=R (hier gilt: x°+y*>0 V (x,y)#(0,0)),s0 erhidlt
man hiermit, dass C=RxR ein Kérper ist.

Bew:Priife alle Korperaxiome nach D1.1.1:
® und ® sind Abb. (KxK)x (KxK)—- KxK
(Abgeschlossenheit bzgl @& und ®, denn
X1ty XotyYa, Xiy1—Xo¥2, X1yatxoyr €EK Vo (x1%5) , (v1, v2) EKxK)
d.h. (x1,%) ® (yi,¥2):= (x1ty:, x:+y.) € KxK
(X1, %) ® (Y1, ¥2) 1= (X1y1—X2¥2, Xivetxoy:) € KxK
//D1.1.1 (300) (Al) (a®b)&®c= a® (b&dc) V a,b,c€EK//
(Al)bzgl ©® Assoziativgestz
Seien (ai,a.), (bi,by), (ci,c) € KxK bel=

((a1,a2) @ (b1,b,)) & (ci,co) = (aribr,a2tb,) ® (c1,c2) -
Def ® Def &

((aitbi) +ci1, (artby) +c2) -T ( (a1t (bitcy) ,ast (botcs)) -
(Al)yin K Def ®

(ai,az) ® (bitcy, bote,) D-}_, (a1,a2)@® ((b1,b2))®( c1,C2))

ef @

//D1.1.1 (300) (A2) a@®0=a V a€K//
// Bem:2.) Eindeutigkeit 0: a®0=a, a®o0=a ...0=060=0060=0//

(A2) (Existenz der Null) Die Null in KxK ist (0,0), denn

Fir (ai, a,) € KxK bel gilt:(ai,a2)+(O,O)Dj;5(a1+O,a2+O)

-~ (ar,az) .
(A2)in K

Die Eindeutigkeit der Null folgt aus D1.1.1 Bem 2

//D1.1.1 (300) (A3) a®(-a)=0//
//Bem 3.) Eindeutigkeit -a:a®(-a)=0, a@ZE:QHEj (-a)e0 ;j -a//
(A3) (Existenz des inversen Elements bzgl &)

Sei (a;,a) € KxK bel = (a;,a;) ® (-a;, -ay) ple

(ai+ (-a1) ,as+ (-as)) = (0,0) = (%, % )eKxK ist
(A3)in K ek €K

additiv inverses Element von (a;,a,) (insbesondere
existiert dieses inverse Element in KxK)

Die Eindeutigkeit des Inversen Element bzgl & folgt
aus D1.1.1 Bem 3

//D1.1.1 (300) (RA4) a®b = b®a V a,beK //
(Ad) (Kommutativgesetz bzgl ©®)
Seien Seien (ai,a;), (bi,b,) € KxK bel = (a;,a) ® (b:,by)

(ai1tby, az+b,) (bitai, brtaz) ~  (bi,b) & (ai, az)

Def & (A4)in K Def &

315



//D1.1.1 (300) (M1) a® (b®c)=(a®b) ®c V a,b,ceK//
(M1) (Assoziativgesetz bzgl ®)
)

Seien (ai,a.), (b1,by), (ci,c.) € KxK bel=

((a1,2,) 8 (b1, 0,))® (c1yco) =

(a:bi—asb,, aibstasb,) ® (¢, c2) -
Def ®

(a;bi—asby) ci—- (abotazbs) ¢z , (aibi—azb) ¢, + (abotazbr) ¢

Rdx,Rechenr. aibici—ab,ci—asb.cr—asbicy, aibic,—asbscotabacitasbici=
(a1 (bici—bscy) —as (bicatbacy) , a1 (bicotbscy) +as (bici—bocs)

~  (ai,a2) ® (bici—-bscy, bicotbocy) -
Def ® Def ®

(a1,a2) ® ((b1,b2) ®(ciyc2))

//D1.1.1 (300) (M2) 1#0 und a® 1=a V aeK//
//4.) in (M2) Eindeutigkeit 1 mit (M4)//
//RR in K 6.)a®b = 0 & a=0 oder b=0 Speziell = a'#0 V a=0 V az0//
(M2) (Existenz der Eins) Die Eins in KxK ist (1,0),
denn (1,0) # ng» und fur (a, a;) € KxK bel gilt:

Nullin K

= a1 a,0 a 0, a, 1 _
(H,—/_w—d r—— T = )=

(a1,22)®(1,0) -
Def ® =, =0 =0 =,

wg (M2) und Rechenr 6

(a:-0, 0+ay) -’: (ar, az)

RechenrinkK

Die Eindeutigkeit der Eins folgt aus Bem4 D1.1.1

//(M3) (300) V a€k\[0/, a'ek, a®a'= 1 //
(M3) (Existenz des inversen Elements bzgl ®)
Sei (a;, a,)€ K\{0,0} bel =

a] "3,

a7, 7) 1st multiplikativ inverses Element von
a td a a,
L < 1 2

(

a, 2
(a1,a,), denn (— S - ) €eKxK
a, +a,  a +a

(Wie findet man dieses inverse Element (bi,b,)€ KxK?
Ansatz: (a;,a;)® (b;,b,)=(1,0) < ab;-ab,=1,ab;—a;b,=0
< bi=a;/ (a:’+a;?), by=-a,/ (a.’+a;?)

Beachte a;’+a;?’#0 nach Vors)

a4 "4, =

und (a;, a) ® (— - - ~ ”
(a2 ® (= — s ) 7,

( a4, " d, "3, a =
ar’ > > —d2 P ar’ > > +a2 > > -~
a, + a; ai + a; ! ai + a; a; t+ a; RechenrinK
2 2 _
a; +a, a,a, + a, a,

)=(1,0)= Eins in KxK

a+a | a +a
Die Eindeutigkeit des multiplikativen inversen
Elements folgt aus Dl1.1.1 Bem 4

//(300) (M4) a®b=b®a V a,b€K//
(M4) (Kommutativgesetz bzgl ®) Seien
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(a1,a), (b1, b)) € KxK bel = (a;,a,)® (b, b,) D;}:@

(a;bi—asb,, aibstasby) (biai-b,a,, biaz+tb.a;)

(M4) Dpef @
(bi,by) ® (a1, az)

//(300) (D) a® (b®c)=(a®b) @ (a®c)//
(D) (Distributivgesetz)

Seien (ai,a.), (bi,bs), (ci,c,) € KxK bel =

(a1,32) ® ((by,b2) ® (cy,C2)) “_ (a1, az) ® (bytcy, bytey) ‘?
Def & Def ®
( (a1 (bitcy) —(az (batcy) , a1 (botey) +az (bat ci1) )=
Rechenr., Axiome, insbes (D) in K
(ab.:+a;ci—-abr-a,c,, ab,+ac,tab+a,c,) -

-
RechenrinkK

((aibi-azby) + (aici—azcy) , (aibstasb:) + (aicytaszcy) ) D;;:’ee

(aibi—-azb,, a;b,tazb,) @ (a;ci-azc,, a;c,tasc:) bl e
((a1,22)® (by,b;) )@ ((a1,a2) ®(cy,C2))
beachte: ® bindet starker als & (Punkt vor Strich)

Bem:Wahlt man K=R, (hier gilt: x°+y*>0 V(x,y)#(0,0)),so erhalt
man hiermit, daB C=RxR ein Korper ist.

In C=RxR schreibt man anstelle von (xi,x,):x+1y wobei

i=(0,1)

Anstelle von ® und ® benutzt man die Symbole + und *, also
(x1+1x2) + (yatiyz) 1= (X1ty:) +1 (X2ty2)

(X1+1x2) " (yitiy2) 1= (X1y1=Xo¥2) +1 (X1Y2+Xoy1)

Nach Al1.1.7 ist (C,+,*) also ein Korper,

d.h. man kann wie
gewohnt rechnen. Beachte noch:

i=(0,1) 1i%=i*i=(0+1*1i)* (0+1*1i) - (0-0-1*1)+(0*1+1*0)i=

Def von -
-14+40*i=-1 also i’= -1
i’=(0,1)*(0,1)=(0-1,040)=(-1,0)=-1
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Al.1.8 Es sei (G,*) eine Gruppe und a€G (fest). Beweise, dab die
folgenden Abbildungen bijektiv sind, und gib jeweils die zugehorigen
Umkehrabbildungen an:

Bem:Wir zeigen die Bijektivitat wvon fj(j€{1,2,3}) mit

Angabe eines g;:G—G mit g;0 f;=ids=£f; 0 g;
Dann ist f57" = gj

Bem:1.) (M1), (M2),M3) bedeuten, (K\[0],®) ist Gruppe,

die wegen (M4) Abel’sch ist

a)f,:6-G, xPx?t (x?! sei das inverse Element zu x in der

Gruppe G)

//A0.2.19 (206) X, Y#© & f:X—=Y Abb Zeige://

//c)Beh(.)f bijektiv & 3 g: Y—=X mit go f=id, fog=id,//

// (..)g eindeutig g=£f7* //

//D0.2.6 (203)//

//Bem:3.)f: X—=Y bijektiv g: Y—Z bijektiv = //

//go f: X—=Z bijektiv und (gof)™* = ftog?t//

Los:y=x"' o x=y! fi(x):=x7"
Sei g;:=f; = (g:0f;) (x) f: (f10f1) (x)= £ (f1(x)=f,(x7")=
J1=&
—_— =4
(X_l)_1 =X V xeG = glo f1 = ldG und flogl I glo flz ldG a0.2.199
J1=g
fl bljektlv und fl_lzfl (:gl)
b) £,:6—-G, xPa*x
Los:y=a*x & x=a '*y
f,(x):= a*x. Definiere g,: G-G g,(x)=at*x =
— — * — 1% * _(a *a_l) *X_ V
(920 £3) (x)=g, (£, (x) ) =gz (a*x)=a" *(a*x)=__ " _ =x x€G
e...1
und (£,0g;) (x)=£f,(g,(x))=f,(a""*x)=a*(a'x)=x =

g, 0 f,=1de=£,0 g, = L, bljektlv und f2_1=g2

c) £5:G-G, xbHx*a
Los:f3(x)=x*a Definiere g;:G—-G, gs3;(x)= x*a > = = analog a),b)
= g;0 f3=ide=f;0 g;=f; bijektiv V f;!'=g; =
(950 £3) (x) =05 (£3) (x) =g (x*a) = (x*a) *a™ =x* (a*a™!)=x*1 = x
V x€G und (f304gs) (x)=(fs(gs) (x)=Ffs(x*a™)=(x*a™")*a=
x* (a*at)=x*1=x V x€G

1
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Al1.1.9 Es sei K ein Kdrper und a€K (fest). Auf K seien die
Relationen | und ~ wie folgt definiert:
xly: © 3 ceK mit y=c*x
x~y: @ al(x-y)

a)Ist die Relation | reflexiv, symmetrisch, transitiv?

Los:1. Mbéglichkeit

//(RR) in K (304) 1.)... a®l=1®a=a V a€K ...//

//6.)a®b = 0 < a=0 oder b=0 Speziell = a'#0 V a#0//
(.)| ist reflexiv: x|x V x€K,

denn x —_ 1*x V x€K (d.h. Wahle c=1€K)

Re chenregel 1)
(..)] ist nicht symmetrisch:es gilt 110

(denn O gf 0*1, wahle c=0€K) aber 0+1 (d.h. nicht (0]1),0 teilt
nicht 1), denn falls 011,

dann I c€K mit 1 = c*O;fO Widerspruch da 1#0

(...)] ist transitiv:Es sei x|y und vy]|z,
d.h. 3 cic,eK: y=ci*x und z=c,*y =
(c,* c))

z=cz*y=cg*(cl*x)(;i) 2 Y *x und cc€K = x|z
K

Bem:Die obige Rechnung stimmt immer noch, wenn K durch
einen kommutativen Ring ersetzt wird (z.B.Z)

2.Mo6glichkeit: Wegen x|y V xeK\[0}, V yeK

(Wahle ¢ = 2) und (0|yey=0) gilt:
X

x|y © (x=0 = y=0) bzw (x#0 oder y=0)

= |reflexiv (da x=0 = y=0)
Inicht symmetrisch (z.B. x=0 und y=1)
|transitiv (aus x=0 = y=0 und y=0 = z=0
folgt x=0 = z=0
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b) Zeige, daB ~: x~y: © a| (x-y) eine AR ist und bestimme alle
AKn. (Hinweis:Unterscheide die Falle a=0 und a#0)

//Eine Menge R mit zwel inneren bindren Verkniipfungen ,+“ und//
//,*Y auf R ist ein Ring, wenn gilt://

//1.) (R,+) 1ist eine abelsche Gruppe, mit 0 als neutralem //

// Element;//

//2.) (a*b) *c=a (b*c) ; //

//3.)V a,b,c ist a* (b+c)=a*b+a*c (a+b)*c=a*c+b*c.//
//4.)kommunitativer Ring: a*b=b*a//

//G Menge, (G,0), O :GxG—G heiBt Gruppe, wenn folgende //
//Axiome erfiillt sind://*~<_
//Y a,b,c gilt (a0b)o c=ao0 (bo~a)//

//3 eeG, V a€G:ao0 e=eo0 a=a// T~
//V a€G: J a-1 mit ao a-l=a-loa=e // ~~<_
//G abelsch:zusdtzlich gilt ao b=bo a Abgeschlossenheit//

//D1.1.1 (300)//
// (A1) (a®b)@c=a® (b®c) V a,b,ceK (A2) a®0=a V alK//
//(RR) in K (304)//
//1.)a®0=0@a=a, a®(-a)=(-a)@® a=0 V aeK
// a®l=1®a=a V a€k, a®a’l=a? ®a V a#0
Bew:1. Moglichkeit benutze nur Eigenschaften eines kommutativen Ringes
(z.B.Z)
xly: © I ceK mit y=c*x
x~y: & al (x-y)
(.)~ ist reflexiv:Wegen 0=0-a (mit c=0 ) gilt a|0=x-x = x~Xx
(..)~ ist symmetrisch: Sei x~y = al|x-y = § ceK: x-y=ca =
y—x=—(—y)—x=—(—y+X)=—(X+(—y))=—(x—y)=—(ca)=<:£) a = aly-x
= y~x
(...)~ dist transitiv: Seien x~y und y~z = alx-y und aly-z =
= $ c,c€EK mit x-y=ci;a und y-z=c,a =

x-7 — (x+0)-z = (x+((-y)+y)) -z — ((x+(-y))+y)-z=
(A2) Rechenr1) (A1)
((xt(-y))ty)+(-z)=(x+(-y))+(y+(-2))= (x-y)+(y-z)=
(C1+C2)
ciatcra= af(ci+cy) = a= al|x-z = x~z

IK

2. Moéglichkeit
1.Fall:a=0: x~y & x=y
(denn:0|x-y © $ ceK 7

=x+(~y
~ ist AR da = eine AR ist
2.Fall:a#0: x~y V x,y€K denn a|x-y & $§ ceK: x-y = c*
wahr V x,yeEK (Wahle c= (x-y)* a!, beachte a#0)
x|, fallsa=0
K ,fallsal0

Es macht wenig Sinn, diese x~y Relation in K zu
betrachten.

=c*0=0 & x=-(-y)=y) =

a
d.h. ~ AR

AK: x|. = [yeK |y~x}=
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D1.1.9 Die Charakteristik von Korper K
char (K)=das kleinste m&N mit 1+1+..+1=0 falls es dieses m gibt.

—_———
! mmal

Falls es dieses mj\_n/i_chtzgibt}’/Ejelte char (K)=0

Bsp: F, Seite-306

S$1.1.1 char (F=Zp)=P (R eine Primzahl)

Bew: Annahme chr (K)=m i\st keine Primzahl = m=dk; d,keN; d,k=2
Sei k=1k+1k+...+1ke}§, d=1+1+.+1, €K =

| — \ P —
kmal | dmal
d k=(1L+1,+.+1, ) ( L+, +.+1, )=1,,+,+..+1, =0 = d oder k=0 =
(S —7 —_—— —_— d,k<m
kmal ' dmal d xk mal ’

Fall d=0, k#0 = L+L+..+1,=0 =
\‘_\,_/

' d<mmal
\ d <m ist kleinste Zahl 1,+1,+..+1, =0
\ —
| dmal
Widerspruch zu m kleinste meN mit 1+1+..+1=0
S —

mmal
Fall k=0 analog
== Annahme falsch = char (K)ist Primzahl
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