1.3(500) Das Vollstandigkeitsaxiom und die Definition der
reellen Zahlen

Alle bisherigen Uberlegungen gelten z.B auch fiir den Kérper der rationalen
Zahlen.

D1.3.1(500) sSei (K,<) angeordneter Kérper TcK, T#Q
1.)Ein Element s€K (s€K) (s, s missen nicht zu T gehdren) heilt obere
(untere) Schranke von T: & V teT gilt t<s (t=>s)
2.)T heiBt nach oben (unten) beschrankte 3 eine obere (untere)
Schranke von T
T heilt beschrankt:e T ist nach oben und unten beschrankt.

3.)
4.)Ein { €K (s €K) heiBt kleinste obere Schranke oder Supremum von
T

(groRte untere Schranke oder Infimum von T): <
a)y (5) ist obere (untere) Schranke von T
B) g =s V oberen Schranken s von T (S =>=s V unteren Schranken s von T)
Bez:  =supT (S =inf T)

Andere Formulierung:
Vxe€e Ad:x <a d.h. a istobereSchrankevon A
a=supA:

a€ER ist kleinste obere Schranke von A
Bem:a€T, z.B. T={t|t=a} = a=inf T=min T
ag€T, z.B. T={t|t>a} = a=inf T#min T

VeceR:x <c Vx€ A= a <c,d.h.a ist obereSchrankevon A

Bsp/Merkskizze
T={x|a<x<b}, *d.h. a,bgT
a & Sab
| . . |
S inf T sup T =
untere groRte kleinste obere
Schranke wuntere obere Schranke
Schranke

Bez:1.)Ist TcK nach oben/unten nicht beschriankt, so schreibt
man supT:=ow (infT:=-o) (dann existiert supT/infT nicht)
2.)Fir T=© sei sup ©@:=-00, inf T:=+4o0

Bem:1.)TcK ist beschridnkt © 3 ceK mit |t|<c V teT

2.)Falls existent, sind sup T und inf T eindeutig bestimmt
Bew: si,s5,=supT = s;<s, und s,<s; > S;=S,

3.)Sei TCK, T#@, d sup T bzw inf T =
sup T =/minﬂ§|§ ist obere Schranke von T in K]
inf T # max{s|s ist untere Schranke von T in K]
d.h. Sﬁﬁ—T und inf T missen nicht, kénnen aber €K sein.
Wenn sup T bzw inf T €K, siehe S1.3.1 2.
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Zusatzliche Ausfihrungen:

Seien A#©, A,BcK und sei C€K. Wir schreiben dann

A<C © (>A < V a€A :a<C obere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A>T © (<A & V a€A:a>C untere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A<B © B>A & V beB:A<b

Jedes T mit A<T heiBt obere Schranke fur A, jedes T mit A>C heilt untere
Schranke fir A. Falls A eine obere (untere) Schranke besitzt, dann heiBt A
nach oben (unten)beschrankt. Falls A nach oben und unten beschrankt ist,
nennen wir A kurz beschrankt.

a€A, welches gleichzeitig obere (untere) Schranke von A ist, heilt
maximales (minimales)Element oder kirzer Maximum (Minimum) von A und wir
schreiben:a=max A (a=min A).

$1.3.1(501) Vor.:Sei K angeordnet und TcK, T#0, seK
Beh:1.) (=sup T: © )
B)V e>0 ist ' -&¢ keine obere Schranke von T

e V te€T: t<, und V &0 I t.€T mit t> -¢

ist obere Schranke von T und

Bew:Negation von f):3 &>0 aus K und V te€T: t< -¢,

3 e>0 aus K: S<g-g ist obere Schranke von T, die

kleiner als ' ist
analog
s= 1nf T:e a)s 1st untere Schranke von T und
B)V >0 ist s +e& keine untere Schranke von T

o V teT: t=s und V >0 I £, €T mit t<s +¢

inf T=ws S +€ s —€ s=sup T
|

|
| IEI tJET | |3 tLET

2.)d max T & 3 sup TeEK und sup TET: max T=sup T
d min T © 3 inf TEK und inf TET: min T=inf T

//D1.2.2 (405) K=(K,+, ,<) & TCK, T#©@. m =maxT:< V teT: t<m .//
Bew:,=, m := maxT Ez i V teT gilt t<In unq_n1€T =
pi1.2.2 _ _ _ _ I —===——
T <8~V Goberén Schranken von T, *obere Schranke von T =

V s’ die obere Schranke von T gllt t<s’ V teT.
mET = m<s’'= d [ =sup TET
s, m=sup T und M €T = V t€T: t<p. Da m€T = d max T=m

Bsp:1.)T=(0,1] = l=max T=sup T, O0=inf T#min T
2.) RoM=(0,1)U[2,5]
V x>5: m<5 V m€M, aber x ist nicht kleinste obere Schranke.
Analog fir x=0, also sup M= max M=5, inf M=0
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3.) A:={x€eR: 0<x<5}
inf A= min A=0.
Bew: 0 ist untere Schranke da 0<a V a€A. Sei r>0 =

. . ~ r
r ist keine untere Schranke von A, denn 7,r15<uy aber

;;EA = 0 ist groBte untere Schranke. 0€A. Analog sup A=1.
1¢A = El/max A

4.) B:={l4:€N}. inf >B=0¢B 2/2' max B
n

5.) x>0, x°22 & x>./2
Bew: “&” x>./0 = x*x>./o0*./[2=2>0
,=" Annahme x<./2 = x*x<. /2 *. 2=2 =
Definiere C:={x€R:x>./2 und x<3}...Beh min C=4/2 =

J2€C und J2<c Y ceC _= min C=inf CZT/E e

Amin C

[}
eM

V xec: Y =x;3:»g sup C=3: 3>c V cecC

6.)Sei (K,<) und T={xeK|-1<x <0}=(-1,0]
max T=sup T=0, inf T=-1, min T existiert nicht.
Bew:inf T=-1 = Es gilt -1 <x V X€T = -1 ist untere
Schranke.
Annahme:s>-1 sei ebenfalls untere Schranke von T.
Definiere é=% §< —1<é<s<0 = éET, aber é<s

Widerspruch zu s ist untere Schranke von T

7.) K=R, 2,BcK, A,B#® und beschrankt.
Z.z sup (AUB)=max{sup A,sup B}
Bew:0bdA sei sup A>sup B, z.B. A=[0,5), B=(-2,3) =
Sup A=5, supB=3
(.)Z.z. sup A obere Schranke: sup A>t V tea =
sup A>sup B>b V beB = sup A>u V u€eAUB
(..)VE>0 A uEAUB:sup A-E€<u, sup A ist Supremum von A d.h.
VeE>0 I ueh:sup A-E<u, u€EA = u€AUB, sup A-E<u, u:=t
(.) und (..)= sup A=sup AUB

8.) K. (d.h.0¢K,) ist nach unten beschrankt durch C=0. Ist MeK,
= M/2€eK, und N /2<M. Also kann kein Element von K,
gleichzeitig untere Schranke von K, sein und deshalb ist 0 die
groRte untere Schranke von K, = 0=inf K,. 0€K, = K, besitzt
kein Minimum.
K, nicht nach oben beschriankt, denn gibe es eine obere
Schranke fiir K,, etwa C, so widre sowohl (€K, also auch T+1eK,,
und mit C+1>C ergibt sich ein Widerspruch.
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9.)Seien x>0 und A,={a>0:a’<x}.
Falls C=sup A, existiert, dann gilt T’=x.

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
// 1.)y = supT: < a) 'y ist obere Schranke von T und //

// p)V e0 ist ', -¢ keine obere Schranke von T //
// o V ter: t<y und V &0 J t.€T mit t.>, -¢ //
Bew:Angenommen, dal
€ - x /@0
1.Fall:0®>x.Sei €= (d.h. x=C-2Ce) = O<e<C/2. =
<t/2 == T~

—————— 5 / ~A
- 2Ee . .
d aen,:a>C-¢ = xZa?>(§—w2>§__v_§J=x, was nicht sein kann.

<E%- 2Ee+¢?
2.Fall:x2§ﬂ(§2 sehr nahe beil x)
T~ CI(X/C-C)/?)

Fiir é?=ﬁiﬁ\%\\;§4 } gilt dann s/ggiﬁ also (e/C)?<e/C
>0 //
= flir a=C+e=C*1+C*e/T)=C(1+e/Q) : //
€ ? //
a’=C (1+e/C) %= T (1+28/C+| g )= T2 (1+3e/0) =
<s/?;‘
Z;2(1+3(X/32_2;)):Z;2+X_C25X-

Demzufolge ware a=C+e€h,, also T keine obere Schranke
fur A, = Widerspruch zu Def von C = ’=x

Al.3.1

a) Zeige (.) ACB, A min A, min B = min A>min B

Bew: a min A: a€A & ACB = a€B = a=zmin B
Bspskizze

\J

r r
L L
A

(..)AcB, I inf A, inf B = inf A>inf B
Bew: a:=inf A = a€B = az=b?
AcM b:=inf B
A:=inf A, b:=inf B = b<x V x€B = bs<x V x€A =
AcM
b auch untere Schranke von A, d.h. b<a

(...)d max A & max B = d max (AcCB) & max (AUB)=max{max A, max B}
Bew: XEAUB = xEA ' x€EB = x<max A " x<max B =
x<max{max A, max B} V x€EAUB
Da max{max A, max B}€AUB ist max{max A, max B}=max AUB
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n-1/2
b) M={ n IneN} n 1 2 3 4
1+1/2n
t 3/2 5/4 7/6 9/8
max, sup,min, inf ?
Lo6s:Z.z Vermutung max M=3/2
(.)n=1 = 2—3;—£L§=3/2 = 3/2€eM

n

(..)3/2>t V teM, 3/2>1+41/2n o 3/2>2*%1

2n

< on>4n+2 & 2n>2

© n>1 = 3/2=max M=sup M
Z.z Vermutung inf M=1

(.)1 ist untere Schranke = 1+E§—>1
n

(..)Kleinste untere Schranke:VE&>0 I teM:1l+e>t.
Sei €>0: 1+a>1+L < 2n+2ne>2n+l o n>i .
2n 2€
1

1 1
Wihle neN:n>—, t,:=1+—<1+_ 1 =1+€ = inf M=1
2¢ 2n 2 —
2¢
Min M=17?
Annahme 3 min M. min M#1 = min M=inf M Widerspruch

Al.3.2 Zeige:Ist AcK nach oben (unten) beschrankt, und ist BcCA,
B#©@, so ist B ebenfalls nach oben (unten) beschrankt)

Al1.3.3 Sei AcK, A#Q®, B=-A={-a:a€A}. Zeige:
a)Genau dann ist A nach oben beschrankt, wenn B nach unten

beschrankt
b) Genau dann besitzt A ein Supremum, wenn B ein Infimum besitzt

und es gilt sup A=-inf B.
Al.3.4 Zeige: K selber ist nach oben und unten nicht beschrankt

Al.3.5 Zeige: Genau dann ist T Supremum einer Menge ACK, wenn folgendes

gilt: V a€hA:a<{; VE>0 I aen:a>C-e.
Finde selber eine analoge Charakterisierung flir das Infimum von A.

Al.3.6 Seien A,B Teilmengen eines geordneten Kdorpers.

Definiere A+B={a+b:a€A’ bEB}, A-B={a-b:a€A’ bEBR}. Nimm an, dass

fiir alle 4 Mengen A,B,A+B,A-B sup und inf existieren. Zeige:
a)sup (A+B)=sup A+sup B

Z.z. SupA+sup B ist (..)kleinste (.)obere Schranke von A+B

(.)Z.z. V x€(A+B): x<sup A+sup B

Bew:Sei x€ (A+B), x=a+tb, a€hA, b€B. Es gilt

V a€A a<suphA, V beEB b<sup B = V x=a+b<sup A+sup B =
obere Schranke
(..)Sei A+B=<m, Z.z. sup A+sup B=<m.

A+B<m = a+b<m V a€A, beB Z a<m-b V a€r =

bEB bel fest
m-b obere Schranke von A = supA<m-b V bEB (da b beliebig
- A
gewahlt) = b= 3_—5514 V b€EB = sup B<m-sup A = sup A+sup B<m

obere Schranke v B

Ahnliche Aufgabe/Formulierung:
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A,Bc R seien beschriankte Mengen, d.h. |a|<c., |b|<c, V a€A, beEB =
latb| <c;+c, V a€A,beEB = A+B={a+b|a€l,bEB} ist beschrankt.

Es sei s;=sup A und s,=supB. Z.z. s:;ts,=sup (A+B)

Es gilt:s;>a, s,=b V a€pr, beEB = s,+s,=a+b V a€A, beB =

s;ts, ist obere Schranke.

V e0 3 a€A, mit ag>s;-&¢/2 und bo€EB, mit by>s,-&/2 =

agtb€A+B mit agtbe>si;+ts,—-€¢ = s;+s,=sup (A+B)

b) sup (A-B)=sup A-inf B

Lo6s:Z.z (.)A-B<sup A-inf B (..)V &>0 3 x€A-B, x=sup A-inf B-¢
Sei &€>0 beliebig. I a€A:a=sup A-g/2,
d beR:b<inf B+e/2, -b=-inf B-¢/2, =
x=a-b>sup A-¢&¢/2-inf B-¢/2=sup A-inf B-t.

c)inf (A+B)=inf A+inf B
d)inf (A-B)=inf A-supB

D1.3.2(505)
Ein angeordneter Koérper (K,+, ,<) heiBt vollstidndig (beziglich <):
< V TcK, T#© und T nach oben beschrankt I supTeK.
Ein angeordneter, vollstandiger (bzgl Anordnung) Korper heilt
Korper der rellen Zahlen R
Bem:siehe auch A1.3.13. K=(K,+, -,<) ist vollstédndig: < Jede nach
unten beschrankte Menge TcK, T#® besitzt ein Infimum infT in K
Bew:Sei T := {xEK:-x€T|. Dann gilt fiir s €K:
s 1st untere Schranke von T & s<t V teT <
x<-s V t€T & -s 1ist obere Schranke von T = inf T=-sup T .
K vollstdndig © d sup T" < 3 inf T

#Bsp:

|
1
_‘S

Fir den positiven Kegel K, schreiben wir kiinftig auch R,, d.h. x€R, ist
gleichbedeutend mit x>0.

//81.3.1 Bsp 5.) (501) Seien x>0 und A.,={a>0:a’°<x}. //

// Falls C&=sup A, existiert, dann gilt &F=x.//

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): < //

// V Tck, T#© und T nach oben beschridnkt I supT€K. Ein//

// angeordneter, vollstdndiger (bzgl Anordnung) Koérper heilBit//

// Kérper der rellen Zahlen R//

Fiir folgendes siehe auch S1.3.2

Fur x€R, haben wir in Bsp 5 bei S1.3.1 gezeigt, daB A,={a€ R|a’<x}#0©

=

und nach oben beschrankt isthg . 3 CT=sup A, f?”2j=x. Dieses C nennen

Bsp
wir die positive Quadratwurzel von x und schreiben C=./x .

Wir setzen ./0=0.

Erweiterte reelle Zahlen R :

Wir nehmen zu den reellen Zahlen R 2 neue Objekte ® und -o hinzu,
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R =RU{®0, -0} und erweiterte Ordnungsrelation -o<x<ow und definieren die
kommutativen Operationen oot+x=00 V x€R, oo+o0=00, -0+ (-0)=-00, 00x* x=

o fallsx >0

- wfallsx < 0"

aber Oxo nicht definiert, ooxoo=w0,

(—0) %k 0=-00, (-0) (-©)=0, —:=0 V x€R.

=+ oo

R 1st kein Korper (siehe nicht definiertes)
Intervalle [a,®)={x€ER:a <x<w}, (-0,b)={xER:-0w<x<b}

D1.3.3(506) Seien a,b€eR, a<b, Dann sei
[a,b]:={x€ER| a<x<b| abgeschlossenes Intervall mit Endpunkten

a,b

(a,b]:=[x€R| a<x<b},a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
[a,b) :=[x€ER| a<x<b},a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
(a,b) :=[x€R| a<x<bl,a<b offenes Intervall

(-o0,b]:=[x€R| x<b}, (-,b) :=[x€R| x<b]

[a, 0) :=[x€ER]| x=>a},

(a, o) :={x€ER| x>a

(-0, ) :=R unbeschriankte Intervalle
Aus dem Zusammenhang mull sich ergeben, ob (a,b) offenes
Intervall oder Paar von a und b ist.

Al.3.7 (Dedekindsche Schnitte)
Geg:A,BcR mit A,B#®, AUB=R, a<b V a€p, bEB
Z.z.:3d, s€R mit a<s<b V a€A, beB. (Ersatz fur Vollstadndigkeitsaxiom)
Bew:A ist nach oben beschrankt, denn jedes b€B ist obere Schranke.
Setze s=sup A. Dann ist offensichtlich a<s V a€A, s ist kleinste
obere Schranke von A, also s<beB.
Noch z.z. ist Eindeutigkeit.

Sel hierzu s
Annahme é;ﬁs. Da

Dann folgt

mit aSéSb V a€A, DbeEB.

obere Schranke von A ist, muss é>s sein.

AUBC(—w,s]U[é;,w)izR. S+ S¢AUB Widerspruch. Also muss 5 =S sein.

Andere Formulierung:

2

Bew: Sei M#©®, nach oben beschrankt: 3 sup M

v

Sei meM

~ . .. A\ . ~
Af—{XEM.XZm}CM = M beschrankt d s:sup M=

s ist obere Schranke von M = V &>0 3 mEAk:x>s—8 = s=sup M

A ist nach oben beschrankt, da jedes b&B obere Schranke.
Setze s=sup A = a<s V a€A. s ist kleinste obere Schranke von A =

s<b V beB.
Eindeutigkeit:
Sei ; : asﬁ;fﬂa V a€n, bEB. Annahme ;;¢s: A; obere Schranke von A, muss
¢ >s sein = AUBC (-w,s]U[,0)#R, da St S¢AUB Widersapruch = =S
2

Al.3.9 Zeige:Zu einem y>0 I, x>0:x?’=y = d.h. oben definierte
Quadratwurzel von x ist Umkehrabbildung der Funktion xpx’

Al.3.10 Finde heraus,

fur welche x€R die Gleichung x=+/x richtig
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bzw falsch ist.

Al.3.11 Zeige, daB das Vollstandigkeitsaxiom zu folgenden
Aussagen aquivalent ist
a)Jede nichtleere und nach unten beschrankte Teilmenge von
K besitzt ein Infimum.

b) Jede nichtleere und beschrankte Teilmenge von K besitzt
sowohl ein Infimum als auch ein Supremum

c)Jede nichtleere und beschrankte Teilmenge von K besitzt ein
Supremum

Al1.3.12 Zeige:Fir alle a€R gilt |al=4a%

Al.3.13 Es sei K ein angeordneter Koérper
a)Definiere fiir AcK die Menge -A:=[-x:x€A].
Zeige:Es existiert inf A€K genau dann, wenn sup (-A)€ K existiert
und dann gilt: inf A=-sup(-4).

#Bsp
A:Z{X:XEA}
I ) | |
— i |
S =inf A 0 - S =sup (-A)
| I I |
[ | ‘| =
« = >
Bew:"“=,Sei s =inf A€K.
Wir zeigen: sup(-A)=-S5 €K (insbesondere existent).
Mit Def:
(a) - 1ist obere Schranke von -A:
s=inf A = s=<x V x€A = -s=>2-x V x€A T -s=y V yeE-A
i i i Def v A i

(B)-s <5 V oberen Schranken g von -A

Sei g obere Schranke von —-A beliebig =
-s untere Schranke von A (denn s>y V yeE-A =

s=>-x V x€eA = -S5<x V X€EA) ~ -s=<S5 = g=-5

»<=,Analog Aus Bew folgt sup(-A)=-95=-inf (A7)
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b)Es seien A,B nichtleere Teilmengen von K mit AcCB

(.)Zeige:Falls sup A und sup B in K existieren, so gilt sup A<sup B
//BeM: 3.) (500)Sei TcK, T#©@, d sup T bzw inf T =//
// sup T = min/Z | ist obere Schranke von T in K///

Los:Z.z.3 sup A,sup BEK = sup A<sup B,
<

sup A < min{s’:s’ ist obere Schranke von A in K} =
Bem 3 JE— Abschidtzung

min{s’’:s’’ ist_chere-Schrarke von B in Kl=sup B

Bew:Aus 45,
Annahme 3 s,’’ obere Schranke von B mit sup A>s,’’ 2
AcCB
So’’ ist obere Schranke von A mit sup A>sy’’ =

Widerspruch
Bem:s,''=b V beB = s,/ '>a, ACB V a€A

(..)Zeige:Falls inf A und inf B in K existieren, so gilt
inf A=inf B
Los:analog(.)

(...)Gibt es solche Mengen A#B, fir die inf A, inf B, sup A,
sup B existieren, mit sup A=sup B und inf A =inf B?
Los:Sei B=(O,1]:3 sup B=1, inf B=0 (insbesondere

existent in K).

A:=(0, 1]\ 1/2

irgend ein Punkt

} = sup A=1, inf A=0.

analog zum Bew fur B
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Al1.3.14 Es sei K ein angeordneter Koérper und A:={x€K:x>1].
Existieren inf A, min A, sup A, max A in K? Bestimm# im Falle der
Existenz die entsprechenden Werte. !

|

//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < I auf K// /
// R:=<,Anordnungsaxiome:// /
// (02)Aus a<b und b<c = a<c V a,b,c€K// I

// (03)a<b = a+c < b+c V c€K, a<b und 0<c = a*c < Q“c//
//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, sGK///

// 2.)3d maxT < 3 supT€K und supTE€T: maxT=supT// |

// d minT < 4 infTEK und infTET: minT= 1nfT//’

Bew: (.)sup A existiert nicht in K, sonst wdre sup AEK obere Schranke

von A d.h. x<sup A V x€A 1<sup A,lO<sup A = 1<(sup A)
I

——
x>1Vxean (©2) ,(03)

+1 /
I

(sup A)+1€A Widerspruch zu sup A obe#e Schranke von A, denn

sup A< (sup A)+1 /

max A existiert nicht in K, da sup A nlcht existiert in K,
wg. S1.3.1 2.) ,
(..)inf A existiert und inf A=1. Bew mit Def” von inf, denn
a)l ist untere Schranke von A, klar, da 1<x V x€A
(insbesondere 1<x V x€A)
fp)1>=s V unteren Schranken s von A.

-
Def A

Bew:Annahme: 3 s>1 flur untere Schranke von A f_“3—96§'1<c<8,

Widerspruch zu s untere Schranke von A, da c<s LS et
a) ,pP) ,De

inf A=1€K
min a existiert nicht, da 1€A (S1.3.1)

Andere Formulierung:
M={xER:x>2}
Los:Es gilt sup M;=c0 und inf M;=2, min M; existiert nicht.
Bew:M,#@, da 2+1>2, d.h.2+1€M,. M, besitzt keine obere Schranke,
denn wenn s eine obere Schranke ware, dann miisste gelten: s=2+1
und s+1>2 und s+1>s Widerspruch = sup M;=«
+ s

2 ist untere Schranke von M;. Sei nun s>2. Dann gilt 2< <s,

2+ s

d.h. = s 1ist keine untere Schranke von M; =

<s un
inf M;=2. Da 2¢M; existiert min M; nicht.
Al1.3.15 A,B#0, A,BcR. V a€lA,beB gelte a<b. Zeige, sup A<inf B.

Los:Ann sup A>inf B = 3 a€A mit a=inf B+e/2 = inf B<a-¢/2 =
d beEB mit b<(a-&¢/2)+e/4=a-¢/4 = Widerspruch zur Vor b>a
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Al.3.16
Bestimme sup X und inf X (mit Bew) fir folgende Mengen X und prife,
diese Mengen ein max oder min besitzen

T
a)X—{x.x—l+‘ﬂ, teR}
t z
Los: 05|t |<1+|t| = OSl_Ft<i%+:l V teR = 0 ist untere Schranke,

1 ist obere Schranke von X.
[t]
1+ |

£

® sup? Annahme d m<1l mit T:ﬁ;Sm V teR, 1-m>0 <

(] inf,min ? Fir t=0 ist =0 = 0€X, 0=min X=inf X

m

lt]<m(l+|t])=m+|t|m < |t|(l-m)<m < |t|=< V teR,
-m
Widerspruch zu R unbeschridnkt = V m:m>x:x€X = m>1 = sup X=1.
t
L] l=max X7 tER:l:1-+t<j 1+|t]=]t] © 1=0! falsch = 1€&X =

X hat kein max.

Andere Formulierung:

s
1+ ‘x‘

: x€R}

-

\

//D1.2.2 (405) K=(K,+, ,<) & TCK, T#o.//

// m=maxT:e V t€T: t<m . m=min T:oV tET: m <t//

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//

// 1.)s= supT: © a)g 1st obere Schranke von T und //

// p)V e>0 ist 5 —-¢ keine obere Schranke von T//
// e V teT: t<s und V &0 F t.€T mit t>5 -€//
// 2.)d minT & F infTEK und infTET: minT=infT//

Los:Beh M=m,l). Damit inf M=min M=0, sup M=1, 3d kein max M,denn

0EM und 0<y V yeM X min M=0 = inf M 2
Dl1.2.2 S1.3.12.)

1 ist obere Schranke von M und 1-& V &€>0 ist keine obere
S1.3.12.)

Schranke von M = sup M=1 = max M existiert nicht, da
| —

S1.3.11.)
1€M

1¢M

Bew:O]MC[O,l), sei yeM,

1 1 I
Nebenrechnung:1+|x|>|x], <7, —<+—
Ll Tl 1+ 5] x]
d.h. y= 1% mit x€R=> 0<|x|<1+|x| = 0< i <£§L=l falls x#0
1+ |x| 1+ |X| |X|
bzw

0< 00<1, falls x=0

1+
e VM>[0,1), ye€[0,1), Nebenrechnung:y=Tjif © yry=x & x=1 Y
+ x - Y
. x |
Definiere x= = x=0 = y= =——— = yEM
Y 1+x 1+][x
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Ahnliche Aufgabe

[

M= 1+ 2|

: x€ER}

Es gilt min M=inf M=0, sup M=1/2, max existiert nicht.

2 1 1
Fiur x€R gilt 0< b = il * <= o
L+24 1+24 2 2

0eM ist untere Schranke = min”"M=0=inf M
7

s obere Schranke vom M = /Séi s<1/2. Setze t=S+1/2
7
(= s<t<1/2). //’
. 7 . 1+2x-1
Dann ist teM, denn.fiir x>0 gilt t= © 2t="—-"——
id 1+ 2x 1+ 2x
s/ >1
// —_—

1 -, 1 1 1
2t=l-——— <= =1-2t & 1+2x= & xX=— -1) =
1+ 2x% 1+ 2x 1- 2¢ 2 1-2¢
/// <1

s isg”also keine obere Schranke = 1/2=supM,
1/2%M = maxM existiert nicht
b) M= 1x ER, x> -1
| +x

Beh:M=(-w0,1), damit inf M=-o d.h. M ist 1

nach unten nicht beschrankt. |

3d kein inf M und kein min M =T

sup M=1. 3 kein max M,

Begrundung analog zu a)

Bew:Wir zeigen : M=(-0,1)={yER:y<1}.
) MC (-0, 1) :yEM = 3 x€R, x>-1 mit y=l% = y<1, d.h. yeE(-»,1),

X
denn 1.Fall x=0 = y=0<1
2.Fall x>0 = l+x>x = <= = y= S ==
1+x x 1+ x x>0 x
1
3.Fall %<0 = y=2 1+x <0<1
<0 ~——
>0dax>-1

o M (-0,1]:y€ (-»,1], d.h. y<l, 1-y>0, y=—0 g ytyx=x <

-
1 + x x>-1<=1+x>0

X—YX=y & X=
1-vy

Setze x:=

= x€R und x>-1 = yeM, da y=
1-vy I+ x

’

denn

1

1.Fall y=0, %=y 1- p =20>-1 wie in Def M gesetzt

—
0. dav<l

Y > -1 > yEM, da y=
1 - Y 1 + x
Y > Y

[
1 - yv<0 -vy

2.Fall y<0,1-y>-y, x=

1
-y

y
1
*l-y>-y = <—— = x= =-1
Y

//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
// 2.)d maxT < d supTEK und supTET: maxT=supT//
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// d minT < 4 infTEK und infTET: minT=infT//
Aus M=(-o,1) folgt sofort die Beh., denn
(.)Ware M nach unten beschrankt, so 3 keR:k#y, V yeEM=(-w,1) =
k<1 = k-1<1, also k-1€M Widerspruch zu k untere Schranke
(k-1<k) .
(..)min M existiert nicht, da inf M in R nicht existiert (S1.3.1)
(...)sup M=1
(....)max M<x nicht, da 1€M (und S 1.3.1)

Andere Formulierung:

t
X={x:ix=—, t>-1}
1+t

Los:Fur -1<t<0 = <0

1+t

Fiar t>0 ?? )x={OSx<l} und sup X=1, es existiert kein max.

wilie a

Beh: X ist nach unten unbeschrankt.

t
Bew:Annahme I KER (0BdA K<1) mit x=>K V x€X hug — >K V t>-1

Def Menge 1+ t

o t8 Bt o > % 51 da K>K-1 bzw — <1 o 5 51

>0 1 - K K-1 1 - K
K
-1 K K
o 3 t:=1/2(l- K ), >t>-1 = >t>-1 Widerspruch
>-1 1 - K 1 - K

>-2

= Annahme falsch = Beh falsch

K
*da t>-1, d.h. auch t>l
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Andere Formulierung:

M={ X

, x€R, x>-1}
1+x \
\

\
Los: zu beweisen \inf M=-o, d.h. nicht nach untenbeschrankt =

\ inf M in R nicht existent
min, max existiert nicht, sup M=1

\
M= (-0,1)={yER:\ y<1} weil
\
Mc (-0,1): yEM ﬂ\ﬂ x€R, x>-1 mit y:Té;— = y<l,d.h. y€(-0,1) denn
x
1.Fall: x=0, l+x%x = y=0<1

\ 1 1 x
2.Fall: x>0, 1+x>x = <— = <—=1
\ 1+x x 1+x x
1
oA
3.Fall: x<O0: y=:) l&}x<0<l
>0
MD (-00,1) : yE(-0,1), d.h. y<l. Setze x:=% (vgl oben) =
1
x€R & x>-1, denn 1.Fall: y20 = x=2 *]- 5 20>-1
20

>0

2.Fall: y<0: 1l-y>-y = ! <—l— = x=—2 >=¥ __q
I+y -y -y -y
= y€M, da y=—jL—
1+x
M=(-o,1) = zu Beweisendes da
(.)Ware M nach unten beschrankt = I KeR: K#yeM=(-w,1) = K1 =
k-1<1 = k-1€eM = Widerspruch zu K ist untere Schranke (K=1<K)
(..)min existiert nicht da inf M in Rnicht existiert.
(...)sup M=1 Bew siehe a)
(....)max M existiert nicht, da 1¢€M
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c)Mz{l+2ﬁnuneN}
n m

//D1.2.2 (405) K=(K,+, *,<) & TCK, T#O. 1 =maxT:e V t€T: t<m .//
//81.3.1 (501)Vor.: K angeordnet TcK, T#o, seK//
//  1.)S 1inf T:e a)S 1ist untere Schranke von T und //

// p)V e>0 ist S +&¢ keine untere Schranke von T //

// o V ter: t>s und V >0 J t.€T mit t.<S +&//
//  2.)3 maxT < 3 supT€EK und supTET: maxT=supT//
Beh:Aus Vermutung inf M=0, min M existiert nicht, sup M=max M=3
1 2 <1 2 2

Bew: (.) —+— & —+— §;1+——=3 V m,neN =
n mn=1 m m=l 1

t<3 V teEM und 3€M (mit m=n=1) Ez , max M=3 = ,sup M=3
Dl1.2.

S1.3.1 2.

1 2

(..)Wegen  +; >0 V m,neN ist 0 untere Schranke von M
& [
>0 >0

Zwischenbetrachtung: VE€>0 3 t€eM mit t€<€?
Bew:Sei & >0 bel fest N ist unbeschrankt =

3 2™ eNing>2/6, mp>2-2/€ .
von € abhangig
1 2
Setze t€:i=—+—— = t€eM und t€ <€ /2+E /2=E
Ny My

0Z&M

Aus Zwischenbeh m,?11>lnf M=0 = min M existiert nicht
T ) S1.3.12.)

AM={1}ult"" 1 n e N}
n+nm

n-m n
<
n+m n+n
n-m_ -m
>
n+m n+m

Wegen 1€M folgt l=max M=sup M.
Bleibt zu zeigen:-1=inf M.

Da -1 untere Schranke, genligt es, zu zeigen, dass t€M mit t<-1+¢

Los:Es gilt

<1, 1 obere Schranke von M und

>-1, -1 untere Schranke von M.

. . 1- -1+1
V s>-1+e. Andererseits gilt ——%2————7<—1+8<®
+m

2 2 2 .. . . \ 2

-1<-14¢ & =<Il+m © m>=-1. Wahle hier ein meN mit m>=

1 +m € € €
. . . . : l1-m 1-m

(existiert, da N nicht beschrénkt). Dann gilt €M und " <-1+g

m m

= -1=inf M und min M existiert nicht, denn -1¢M

e) {x€R]| (x-a) (x-b) (x-c)<0}, wobei a,b,ceR, a<b<c.

Los:Es gilt A=(x-a) (x-b) (x-c)=0 fir x€{a,b,c}. Da a<b<c ist, gilt
(x-a) (x-b) (x-c)<0, wenn xX€{(-»0,a)U(b,c)} und x€{a,b})U{b,x0} =
{xeR]| (x-a) (x-b) (x-c) }=(-w,a)U(b,c) =
A ist nicht nach unten beschrankt, inf A=-o© und sup A=c, denn
c ist obere Schranke von A und fir €>0 existiert
de (b,c) mit d>c-&¢ = max A existiert nicht, denn cgA.

S1.3.2(515)
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Vor:Sei x>0,x€R.
Beh:3d genau ein y€ER mit y>0 und y’=x
(y=:4/x Quadratwurzel aus x)

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): < //
// V TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supT€K. Ein angeordneter,//
// vollstdndiger (bzgl Anordnung) Kérper heillt Kérper der rellen
//Zahlen R//
Bew:Z.z (.)Existenz und (..)Eindeutigkeit, oBdA x>0
(.)Betrachte T:={y€ER|y>0 und y’<x/c R d.h. alle Axiome benutzbar.
T#@ (da 0€T) und beschrankt: untere Schranke 0, obere Schranke
x+1 (denn y>x+1 3’0 y2> (x+1)2 =x+2x+1>x) = T beschrinkt #O
Yy =

=

Dfﬁ%2 -~

Z.z. y*=x. Eésungsweg: y27%: yzﬁé:

x=supT existiert (0<y=<x+1)

Annahme y°>x:Setze e= \-'XEO (siehe oben),

~

~
~
~

2

Betrachte (y—E)2=(y—325;4£)2=y2—2§y4f{2y2—28yzx d.h y-g ist
y \\\
obere Schranke von T = Widerspruch zur DeF=won y, also ist
yP<x h
Annahme y?<x
- 2 - 2

£=§——X—>O,(oBdA ¢<l = sonst — ¥ >1 = x-y*>2y+1 =

2y + 1 2y + 1
x>y?+2y+1
= x>(y+I)7=y*+2y+1 Widerspruch, siehe oben)

=

(y+e)2=y?*+e (2y+ & )<y*+e(2y+l)=x = (y+e)?<x = (y+e)€T...

<l=<x+1

y+e€T Widerspruch zu y ist obere Schranke wvon E»Eﬁ) yi=x

// a<b oder b<a oder a=b //

(..)Eindeutigkeit: Annahme I y#z€R, y’=z’=x
o) y<z y°’<yz<zz=z?’ Widerspruch
B)y>z, y*>yz>zz=z’Widerspruch = Eindeutigkeit
.. 0<y<z = yi*<yz<z?
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Bem:
1.)Sei [0,0)=[x€R|0<x}, dann ist f£:[0,0)—[0,0) definiert durch
xb £ (x)=x? eine Bijektion mit Umkehrfunktion (0<x,;<x, = x,;°<x,?)
injektiv £': [0,0)>[0,0) xb . /x
f: R,-R,, xPx?* ist bij, d.h. I Umkehrfunktion f':(y)=+»
Quadratwurzelfunktion
2.0)00)a,b=0 = Jg /b=+ab
Bew:Ja , /b =0 (Ja b)*=(Ja Vb) (Ja b)=(Ja)?(b)?=ab
Wegen der Eindeutigkeit der = ab=+a /b
B)0<a<b = /a<bp
Bew:Annahme ./4q =./b =0 = a>b Widerspruch
Y ) a2 =JEa)? =lal
Bew:da a’=(-a)?20, a=0 = .;2=a, a<0 = ;2 =(-a)> =-a =
Va* =\-a)* =1al

3.)Die Funktion f:R,—R,, xPx? ist bijektiv,
d.h. 3 Umkehrfunktion f*'(y)=./y (Wurzelfunktion)

D1.3.4 Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d: XxX— R, heilt Metrik
auf X, wenn fiir beliebige x,vy,z€X, die folgenden Axiome erfillt sind:

1.) d(x,y)=0 & x=y

2.) Symmetrie : d(x,y)=d(y,x)

3.) Dreiecksungleichung: d(x,y)=<d(x,z)+d(z,V)

S1.3.3 Positive Definitheit
d: XxxX—»R = d(x,y)=0

1 1 —
Bew: 0=—d(x,x) D15asy 5 (A y) +dly,x)) 35,
1
5 (dx,y)+d(x,y))=d(x,y) = d(x,v) =0

D1.3.5 (516)

(X,d) heiBt metrischer Raum, wenn d eine Metrik auf X ist. (Manche Autoren
fordern zusatzlich, dass X#0O .

In der Praxis bezeichnet man zumeist X allein als den metrischen Raum,
wenn aus dem Kontext klar ist, dass in diesem Raum die Metrik d benutzt
wird.)

Eine Abbildung vom Raum in sich selbst heilt Isometrie, sofern sie die
Metrik erhalt. Figuren, die von einer Isometrie aufeinander abgebildet
werden konnen, heiBlen kongruent zueinander.
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