1.5(700) Die natirlichen Zahlen und das Prinzip der
vollstandigen Induktion

Natiirliche Zahlen: 1,2:=1+1,, 3:=2+1 usw

D1.5.1(700)
1.)Eine Teilmenge TcR heift induktiv:e
a) 1€T und f) t€T = t+1€T V teR (t+1€T V teT)
Bsp: [1, )
2.) Sei I die Menge aller induktiven Teilmengen T von R (Ic(P(R)),

dann heiBt N:= gREJJZﬁ die Menge der natirlichen Zahlen.

~

Bem: REI = I#0 (BIéh@\Kérperaxiome)

\ ~
~
~
~

Eigenschaften von*h S. o
1.) N ist induktivé Teilmenge von.R
Bew:Da jede induktive Teilmenge aie\Zahl 1 enthalt, folgt dies
auch fiir den \Durchschnitt. Sei x€ENw x ist in jeder induktiven
Menge MCﬁQenthalten. Nach Def gilt das gleiche auch fir x+1 und
daher folgt x+%€lﬂ

\

2.) (.)N ist in jeder¥induktiven Teilmenge von R enthalten =
(..)N ist kleinste induktive Teilmenge von R
Bew: (.)1€T V TEI, weil T induktive Menge = 1€ TI ,l 77 _N.

Sei teN gegeben = te€T V T€I (T’s sind alle induktive Mengen)
= (t+1)€T V TEI = (t+1)€|T II 77 =N,

(..)Noch zu zeigen: kleinste induktive Menge

Sei i?CN eine induktive Menge, also ist iﬁEI.

—————— —=>
-z - =% . - ~ - - .
N—:T€y> =t oNqpep = TCN und NCTF = T——N, #d.h. eine

kleinere, deshalb Teilmenge, i?:I?ChJals N selbst gibt’s nicht,
da Tﬁ:N.
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Bem:1.)0¢N, da mit T auch 0€TN[l,©) eine induktive Menge ist,
([1,0) :=[x€R|1<x})und NcTN[1,®), 0&[1l,©) gilt) und damit

ogl 17 =:N
#1.)0€N, da mit T auch g;rﬂl,w) eine induktive Menge ist,
#  ([1,0) :=[x€R|1<x})und NcTN[1,0), 0&J[1,®) gilt) und damit

# og | | 77 =:N

Bez: No=NU[{0} ist induktiv und heiBt die Menge der nichtnegativen
ganzen Zahlen

Sei AcN so, daB 1€A und der Schluss x€A = x+1€A richtig sind (mit anderen
Worten :A ist induktiv). Dann folgt bereits A=N

Beh:a) x<1 = x¢&N
Bew:M=[1,o) ist offenbar induktiv und deshalb NcM
b) neN, n<x<n+l = x¢N
Bew:M,={1,2,...,n}U[n+l,o©) ist induktiv und somit gilt NcM,
#Bew:x€M,={1,2,...,n}U[n+l,o©) ist induktiv und somit gilt NcM,

Al.5.1 Sei im folgenden a€R festgehalten. Wir wollen ein McR
a-induktiv nennen, wenn a€M und x€M = x+1€M immer gelten.
Zeige:Es gibt genau eine kleinste a-induktive Menge N,. Fir

welches a ist N,=N-=?

Al.5.2 Zeige flir N, wie oben 2 Aussagen, welche obiger Beh entsprechen

Al.5.3 Finde fur jedes N, wie oben eine bijektive Abb von N, auf N
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S1.5.1(702) Prinzip der vollstandigen Induktion
Vor. V neN sei A, eine von n abhidngige Aussage gegeben und es
gelte
1.)“A4, ist wahr“ (Induktionsanfang: IAnf) und

. . A,ist wahr
2.)V neN (beliebige neN) folgt aus , 2 O
IndHyp: IHyp

\

auch

A ist wahr :
N “ so gilt: A, ist wahr VneN

IndAussage: [Auss

(A = A(n+l))
: e —
vV neN gllt IR Tnduktionsbehauptung 1 st wahr

Induktionsschlufl (IS) n= n+l

Beh: A, ist wahr V neN

Bew:Sei T:=[neNJ|A,ist wahr] = TcN
1€T da A(l) wahr
Sei ne€T = A, wahr. (An = Agpsy) wahr = Aga, wahr=
n+leT - T induktiv —~ T=N

*
*wahr

Andere Formulierung:T={n€ N:A ., ist wahr}c N.
T ist induktive Menge = TSN (kleinste induktive Menge) = T=N

- 2” >n _ 2n+l > + l 'HZ_HJ <2
— - wahr = AL ___ﬁﬁﬂ_q wahr = snfalsen >2n=>n+1 =
Sfalsch falsch

Bsp:Aq:
>2n falsch

_2n+1 >n +1

| ——"

falsch
Die Angabe falsch kann auch eine richtige Aussage sein.

wahr A, wahr

andere Formulierung
Geg sel Aussage A(n), welche fiir V neN sinnvoll ist. Wir sagen, daB wir
A(n) durch vollstandige Induktion beweisen, wenn wir nach folgendem Schema
vorgehen:
a) Wir zeigen die Richtigkeit von A(l) (Induktionsanfang)
b) Sei jetzt neEN beliebig gegeben. Unter der Induktionshypothese,
d.i. die Annahme der Richtigkeit von A(n), oder auch die Annahme
der Richtigkeit von A(m) V méN mit m<n, zeigen wir die Richtigkeit
von A(n+1l) (Schluss von n auf n+l, oder Induktionsschritt).
Ist dies gelungen, so ist die Menge der neN, fir die A(n) richtig
ist, eine induktive Menge und aus dem Induktionsprinzip folgt, dass
A(n) fur alle neN richtig ist.
Beachte aber, dass ein Beweis durch vollstandige Induktion nur dann
moglich ist, wenn die zu zeigende Aussage schon bekannt ist.

Beachte noch, dass beim Beweisen durch vollstandige Induktion der
Induktionsanfang nicht unbedingt 1 sein muss, sondern im Allgemeinen
sogar eine beliebige reelle Zahl sein kann, dies ergibt sich durch
Betrachten der a-induktiven Mengen (A1.5.1-A1.5.3)

Das Induktionsprinzip kann auch zur Definition von GréBen a(n),ne€N,
benutzt werden, indem man
(.) a(l) durch eine Vorschrift definiert
(..)Wenn man a(l)...a(n) definiert hat, eine Vorschrift F angibt,
mit der man a(n+l)=F(a(l)...oa(n),n) 2227
Durch ein solches Vorgehen ist a(n) V neN eindeutig definiert

702



Al.5.4 Zeige: 1+43+5+...+(2n+l1)=(n+1)? V neN
Los:Fluir n=1 ist die Aussage sicher richtig.
Wenn sie fir irgend ein n gilt, folgt
14+43+..(2n+1)+(2n+3)=(n+1)%+2 (n+1) +1%=(n+1+1) 2.
Also gilt die Beh auch fir n+l anstelle von n

S1.5.2(703)
Rechenregeln in N: V m,neN gilt
1.)n>1 (also 1=min N)

//81.5.1 (701)Prinzip der vollstdndigen Induktion....//
Bew:A ) : (n=1)
Ianf D=1: A(l):l 21

n—n+l : (Am = BApa,) 2 +1>1+1>1+40=1 I A, wahr V neN
=1 IHyp S1.5.1
2.)n#1 = 3 keN: n=k+1, d.h. n-1€N
Bew:T={1]U{n+1|neN}...weil N induktiv TcN... wann immer neN,
dann nnt+l in der Menge.... -
Beh:T induktiv, Pt
\ &

da 1€T und sei k€T = keN X k+1€T = kleinste ind

Teilmenge NcT = V ﬁiENist k€T = 3 neN, k=n+l = n=k-1€N

3.)m+neN, d.h. N ist abgeschlossen bzgl Addition
Bew: Ay : (n+meN V meN baf)
IANf A, :1+m=m+1€N V meN da N ind. Syst.
A, wahr, da N induktiv V n
IS n—on+l:n+tmeN V meN, da N induktiv =
gﬁf19+1€N da N induktiv Vme N =
IHyp:€N
(m+n) +1=(n+1)+meN V meN.
4.)m*neN N ist abgeschlossen bzgl Multiplikation
Bew:A, :(n*meN V meN baf)
n=1 A, :1*m=meN V meN

n—n+l A, :m(n+l) EN= mn <ﬂn§2qr V meN
IHyp €N 3)
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5.)m-neEN wenn n<m

//81.5.2 (702) Rechenregeln in N: Vm,n€N gilt//
//1.)n=1 (also l=min N)//
//2.)n#1 = 3 k€N: n=k+1, d.h.n-1€N//

m
Bew: A, Y @>ﬁ?m:n€N Vm>n eN
e N\,
A, n=;:/rﬁ—1€N meN.Y m>1 ...siehe 2.) n>1 = m>1
s N m>n
Aw* :m-neN V m>n.*
.. = =
Ay :Wahle meN m>n+1 ¥, m>1 ¥ m-1>n =
ey =" DonyeN
>n+1l >n
andere Formulierung:
A, n=1 :m>1 = m-1>1 und m-1€N nach 1.)
A n :m-n€EN wenn m>n V m,neN

- < .
non —1_£F0 aber m-n-1#0 weil
€N IndHyp 2)

m>n+1, deshalb €N
6.)m>n = m=n+l = Es gibt keine natirliche Zahl zwischen n und n+l
(n#m = |n-m|=1)

Ay n—ontl:m>n+l, m-(n+l)=

Bew:3.)m+neN, 5.)m-neN ?: m-n>1 = m>n+l

m#n = m>n oder m<n

> -n>
1.Fall m>n = m=n+l = m-n=1 —
n-m

2.Fall m<n = \;VEJZI = |n—m|=maxhn—n,n—m}21
BES
andere Formulierung:
Nach (0l1) gilt n>m oder n<m. |n—m|=n—n1§ N f; n-m>1 also |n-m|>1
5.) .

Bez:n+l heiRt Nachfolger von neEN (n der Vorgdnger von n+1l).
Schreibweise: N={1,2,3....], N=[0,1,2,3...], wobei 3=2+1,4=3+1 usw
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S1.5.3(705) Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung
Vor:V neN seien Aussagen A, gegeben und es gelte
1.)A;4 1ist wahr
2.)V neN ist (A, V méeN mit 1<m<n = A.,.,) ist wahr
Ay und Ay ....und Ay,
Andere Formulierung Vor:
Aus ,A ist wahr“ V méeN mit 1<m<n folgt stets ,A., ist wahr",
so gilt:
Beh:A,, ist wahr V neN

BeW:B(n) ::A(l) und A(2) . ..und A(n)' B(l):A(l) wahr. Vor: (B(n> = A(n+1)) wahr
= By = Buy) wahr. S1.5.1 angewandt auf B = B, wahr V neN =
A, wahr V neN 2?22?2722

Bem: Induktion kann auch bei ny€N beginnen B, :=A(n,+n-1)

Will man zeigen, dass gilt ,A, ist wahr V neN,, n>n;,und einem
no€Ny, so kann man das Prinzip der vollstdndigen Induktion
benutzen mit Ianf:A, , ist wahr.

Verkiirzte Darstellung/Gegeniiberstellung 1., 2. Fassung:
Ay, ist wahr
A, 1ist wahr = (A..,) ist wahr | A,) ist wahr V me{1,2,...n}
| = A, ist wahr
Bsp: 2°>n? V n>5
Induktionsanfang n=5: 2°=32>5°=25
Induktionshypothese n: 2°>n?

Induktionsschritt n+l: 2*'=2%*2 > n?*2=n?+n’=n?+ (n-1) n+n>n?+2n+1=(n+1)?
IH

Al.5.5 Beweise durch vollstandige Induktion:
a) Beweis n?<2™ V neN, n#3.

Bew: n=1: 1°<2"=2 ok
n=2: 2°<2? ok
IA n=4: 4°<2" ok
IH n?<2n
2
IS (n+1)%=n?+2n+1 < 27+ n? +1<2°4277 41 <2420 i pnT =g pn =0t
H
x n2n + 1?32
a)V neN gilt: 2: k3=l+23+33+43+....n3=(4)
k=1
n+1l
(Bedeutung )  siehe D1.5.2 (709))
k=1
1% * D2
Bew:IAnf n=1 : 13= =1
4
I 2 + 1) 2
IHyp fir ein nEN:Z k3=n(n4)
k=1
n+1l n 2 + 1 2
IS n—n+l : ) k=) K+ (n+l) 3=“(“4)+(n+1) 2 (n+1) =
k=1 k=1
M+’ +4dn+4d m+D*n0+2°
4 4

b)Sei M eine endliche Menge, |M| bezeichne die Anzahl ihrer Elemente
und P (M) ihre Potenzmenge. V endlich®n Mengen gilt: |P (M) =2,
Anl: Fir m€M ist P(M)=AU(P(M)\A)/ﬁit A={XeP (M) :meX}
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Bew:IAnf n=1 :M|=1 = M={m} =>PM)={@, {m}} = |PM)|=2=2".
Thyp : [P (M) =2, ftir ein neN. ..

IS n—n+l:Sei meM. MzM\{m} = IM |=n, da |M|=n+1l.

X={ Xoh;:e{m} U{m}}

P (M) =AU (P (M) \R) ={X€EP (M) :m€X} U {XEP (M) :m&X}=
{XEP (M) :mEXJU{YEP () I={YU{m} :YEP () JU{YEP (1 )}
|P(M) =1 |YU{m}!YEP(l\N/-[ ) } |+|P(]_\N/_[ |:2n+2n:2n+1-

c)Fibonaccizahlen: Es seien F¢=0 und F;=1 gegeben. F, wird rekursiv
definiert durch F.,,=F.+F.,. Dann gilt V 2 <neN:

\
[1/2(1+\/g)]n-[1/2(-\/\6)]n T
£ = ; A= (1+ —15(]—
l/ﬂl+J§-1/2a-J5\ » - 5(1+4/5) u=ts(1l-.5)

\
Bew:IAnfang n=2: F2=F1+F0=1+0=\]\

2 _ 2 \
Pm 2 A 1/2 (14 5 ) +(1- V5)
- u
\\ )\’k - H-k
THyp :Fir ein neN gilt ‘F\kz)\i V 2 <k <n
- u
\ |
)\'n+l - Mn+l \\ ‘-v-J: )\‘n - Mn 7\’1'1—1 - Mn—l

IS non+l:z.z. Foa=" 3 - [ =Fat¥,fypfaundn-l = wt A -uw =

)\n + }\‘n—l _ n + n-1 n+l _ n+1l )

( ) - wo)_ A w siehe NR

A-u A-ou
NR: A A=A (A+1)=A"IA2=A"".
Beh: (A+1)=A 24~~~ """
Yt /5 /2+1=3/2+5/2, [1/2(1+5)]12=%(1+2{5+5)=3/2+/5/2

analog u*+u*t=ut,

d) Y 2¥=2"-1 V neN

k=0
0
Los: n=0: > 2%=2°=1, 2°1-1=2'-1=1 ....ok
k=0
Indh: ) 2%=2""'-1 fiir n>0
k=0
n+l n
n—n+1: Z 2k:Z 2k+2n+1 f2n+1_1+2n+1:2*2n+1_l:2(n+1)+1_l
k=0 k=0 "

e) [T (1-x)=(-1)

k=2
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S1.5.4(707) Archimedisches Prinzip
V a€R 3 neN:a<n(d.h. N ist in R nach oben nicht beschrankt)

//D1.3.2 (504) (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <):e //
//V 7cK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supTeK. //
//Ein angeordneter, vollstdndiger (bzgl Anordnung) Koérper heilit Koérper// //
der rellen Zahlen R//
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o, seK//
// 1.)s= supT: © o)y 1ist obere Schranke von T und//
// p)V e0 ist § -¢ keine obere Schranke von T //
// e V ter: t<3 und V &0 F t.€T mit t>5 -¢€ //
Bew: (falsche)Ann. 3 a€R: n<a V neEN=> a ist obere Schranke fiir N.
D1.3.2: 3 sup N=s€R.
n

>

S1.3.1: mit e=1 > I neN :s-+ < (€ kann auch 1 sein) = s <n+tleN =

-

@ |

Widerspruch zur Def von g

Bem:1.) VE>0 3 neN mit 1/n<e(Prinzip des Eudoxos) <
Archimedisches Prinzip
2.)Fir a€R gilt a=0 & |a|<1l/n V neN
(vgl S1.2.1 (406) )
a=0 & |al<e VEEK mit >0
3.)V a,b>0 3 neN: na>b
Bew:Aus na<b folgt n<b/a, was nicht V neN gelten kann.

S1.5.5(707) Wohlordnungssatz

Vor:McN und M#0 Beh: 3 minM

#Zu dem Bew<habe ich mir noch folgende Gedanken gemacht:

#N wird zerlé&f\$n\y und T:=M°=N\M=[n€EN|n<m V m€M|. Damit ist #TNM=0.

Dann wird die falsche\Anngpme gesetzt, dass M kein Minimum

#hat und T unter dieser falEchep\Annahme untersucht. Im Folgenden #wird

bewiesen, dass T induktiv, damit Eiehx\nur TcN, sondern T=N #ist. Wegen

(T=N) "M=@ muss dann M=®@ sein, denn wéré\iﬁggnd ein #meMeN = me (T=N)nM =

(T=N) "M#@ = Widerspruch, d.h. Annahme #tatsé&ﬁlich falsch.

#Ist diese Vorbetrachtung hilfreich?

//81.5.2 (702) Rechenregeln in N: Vm,n€ N gilt//

//6.)m>n = m=>n+l1 = ﬁ natiirliche Zahl zwischen n und n+1//

//  (n#m = |n-m|=1)//

Bew:Annahme min M (z.Z. dann M#Q@. Falls das nicht stimmt, ist die
Annahme falsch).

T:={n€EN|n<m V meM| = TcN. I' nv-o.

induktiv ?
Jedoch T ist induktiv:
1.)1€T, 1<n V neN= 1<m V me&M. Wiahre 1€M, so wadhre l=min M =
Widerspruch zu 3 kein min M = 1<m V mé€M = 1€T
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2.)Sei n€ET = n<m V meM = )n+l<m V me&M, denn falls n+l=m fir

sl1.5.26
ein meéM = n+l=min M = Widerspruch zu a/min M = n+l<m V meM
Z n+lerT.
Def T

1.) und 2.) T ist induktiv
N kleinste induktive Menge = NCT und TcN (siehe bei T:=...) =
N=T = M=MNN=MNT=0 = M= Widerspruch zu M#Q

Andere Formulierung:
//D0.1.5 (5) M;cM,, M :=M,\M, Komplement M; in M,, McN M=N\M //
Annahme minM existiert nicht = M=©@ bzw M°=N, d.h.
z.z. M° induktiv
(.)Es ist 1e€M’, weil, wenn 1€&M°, d.h 1€M und dann ist
1=minM (V neN, n=>1) = Widerspruch
(..)Fur ein neN gelte meM® fiir 1 <m <n, dann ist (n+l)€M’, denn
ware (n+l) &M, so ware (n+l)€EM und damit (n+l)=minM, weil

V méeM gilt m>n+l = Widerspruch = (.) und (..)M° induktiv =
Beh

Andere Formulierung:

Sei McN ohne kleinstes Element = 1¢M. Falls schon gezeigt ist,
dass MN{1l,2,..n}=0@, dann folgt auch n+l1¢M, weil sonst n+1
kleinstes Element wédre. Also gilt: V neN:MN{1,2,..n}=@ und daher
M=0.

Andere Formulierung:

//81.5.2 (702) Rechenregeln in N: Vm,n€N gilt//

//6.)m>n = m>n+1 = H natiirliche Zahl zwischen n und//

// n+1 (nZm = |n-m|=1)//
K:={k€N:k<m_V m€M. Annahme McN ohne Minimum =
1¢M (andernfalls widre 1 das kleinstes Element) = 1l<m V meM =
1€K k€K beliebig = k+1<m V meM, weil andernfalls k+1>m, fir ein

gewisses myEM wadre mit k<my<k+1l, -S1.5.2 6.):das ist nicht
moglich-,

#k+1#meM V meM81ff  k+1 Min M = Widerspruch

.5.2 6.
= k+l<m V méM = k,k+1€K = K induktiv = K=N.
V meM (mdéglich, da M#®@) gilt m€K=N = m<m Widerspruch, Ann falsch
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S1.5.5" (709) Jede nach oben beschrankte nichtleere Menge M ganzer Zahlen
besitzt ein Maximales Element

//81.5.4 (705) Archimedisches Prinzip//

// V aeR 3 neN:a<n(d.h. N ist in R nach oben nicht beschrinkt)//

Bew:Sei o0.B.d.A. in M mindestens eine positive Zahl enthalten (falls
nicht, koénnen wir ndmlich M durch M+my={m+m,| :mEM} ersetzen). Sei

dann M={n€N:MSn}. Aus S1.5.4 folgt, daB M;ﬁ@ = D;I besitzt

minimales Element ny,. Nach Def von ]i[ ist n, obere Schranke wvon

M, aber ny-1 ist keine obere Schranke. = nyeEM = ny ist maximales
Element von M
Andere Formulierung Bew

*LGS:MCNAEZS 3 m=maxM = 3 Abb {neN|1<n<m }oM mit nf(n)=m V n<m

d.h. bijektiv = [|1,2,...n|<m = |M|<m<©

Al.5.6
a)Durch das Rekursionsschema
ap:=-2, a;:=1, amn:=1/2(ayta,1), n€EN, wird genau eine Folge (a.) I_,
festgelegt. Man gebe eine explizite Darstellung fiir diese Folge.
Anleitung:Man berechne a, fir n=2,3,4,5 und beweise sodann die sich
ergebende Vermutung.

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor:Aus ,Au ist wahr“ V mé&N mit 1<m<n folgt stets ,An., ist wahr“,// //
so gilt: Beh:A, ist wahr V nenN//

Los:a,=1/2(1+(-2)=-1/2 as=1/4 a,=-1/8 as=1/16.. Vermutung:

n-1
Beh:an:i—y—l——:(—1/2)“’1 V neN,. Bew mit Indsatz 2. Fassung
207
n-1
A(n) : aEL V neN,.
2n—l
Bew:IAnf S1.5.3:n=0:a,=-2=(-1/2)°"*, d.h. A, wahr
IS : Y neN; gilt (A, W meN; mit 0 <m=<n = A.,.).
Sei neN, fest aber bliebig
, AnO <m <n A
(Z.z. ist: W~~~ = &b
IndHyp Ind Beh
1.Fall:n=0 ay,= al ( 1/2)%=(=-1/2) @)
(=1/2) 0 -1/2) wahr,
d.h. Aoy = Amﬁu, A wurde hier nicht bendtigt
2.Fall:n>1 IndHyp:a,=(-1/2)™* fir alle m 0<m<n,
IndBeh tap=(-1/2) ®b-l=(-1/2)"
an=1/2 (aptans:) = 1/2((=1/2)"+(=1/2) 1) =
IndHyp

s((-1/2) S L L = >
(=1) (1/2) (=1/2) "*=(-1/2) (-1/2)"'=(=-1/2)"
//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor: Aus ,Aq ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,Am. 1ist wahr“//
// so gilt: Beh:A,, ist wahr V neN//
Es wurde also fur beliebiges aber festes neN, gezeigt
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Am, Y meN, mit 0 <m=<n = A,

also nach Teil 2) in S1.5.3 W neN; gilt (AL, meNy,, 0 <m<n =
A(nJrl)) .

Die Vor nach S1.5.3 ist also erfillt mit IndAnf n=0.

Damit: A, 1ist wahr ~ n€N, (Teil 1 und 2))

b)Die Folge (a,) ”_, sei folgendermaBen rekursiv definiert:
ag:=3, ami:=1/2(ay,+5/a,), n=>0.
(.) Zeige:i/5<amn<a, V neN,.
(..)Ist 4/5 ’das I,hfimum der Wertemenge der Folge (a,)?
Bem:Diese Déf ist Sl\DDVOll da a,>0 d.h. auch a,#0 V neN,.
Bew dur,ch Inpliuktlon X

n=0 :ao=B>O h—>n+l a‘{” 1/2 (an .|_5 /\%\) >O
>O

\
I I N N

N
//Al.2. 10c)4018)a bEK angeorc?fqet c)a’<b’® gilt> genau dann, wenn |al|<|bl|//
//81.3.1 (501,)Vor/ K angeordhet TcK, T#0, SGK//
// 1.)s= 1inf The a)s ist uﬁgere Schranke von T~ und //

// ,I | p)V e0 ist \9 +& keine untere Sch(anke von T //
// l ’ e V ter: tzs und V &0 3 t.€T }th t<s +€//
Los:Z.z. \/_y<an+1f<an ¥V neN, \ \\
5<an’ daml f<‘a denn (\/§)2=%\§a 2 I |£| <|a M=an>0
1o 9 ™IS \n A1.2.10 —y5, [Tatets=0 N
‘| und <‘;\Ln/>an+1 v nEN Y \
BeW 5<a,’ Iﬁyp durch Induktlcrm nach ‘n
Ianf n=0 /5<a02 32=9 und T~
|a1=1/2 (ast5/a0) = 1/2(3+5/3)=79\3<9/3=3=<—;10
\
IS nL_)On-Fl, a =[1/2 (a,*+5/a,) ]2—5=l/4(ai<+10+(5/an)2—20)=
n= |
/ al -5 ’
/ 1/4<ai—10+<5/an)2)=[1/2(an—5/an>]2=nz_ >0,
a

n

I
/I (da nach IHyp a.’-5#0 wegen a,’>5) = a,.:°>5
Beh:a,.<B, V neN,
/ 2
a. - b5
Bew:a,~&.=a,-1/2 (a,+5/a,) =1/2 (a,-5/a.) =f127>o
a

(nach IHyp da a’-5#0 wegen IHyp a,">5) also a,>a..V n€N
Nach obigem ist die Menge {a,:n€ Ny} nach unten durch

J5 besch\ranktVOnstén&gkeitsaX.H o:=inf{a,, n€Ny}
\\\ existent in R und a=>./5
Beh:a=\/§=inf{an,n€No}\ ===
_ ——-:::Z———;” al -5 =
Bew:Annahme:a#./5, d. h Arx}v’_ o >5 = a,-ay= -
2.10c 2a a, =a Vn
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o’ - 5
=: & V neN,, wobei &>0 (da a?>5).

2 -3
a, =ag =3 Vn
*ano_ano+126 = —an0+128—an0 = ano"'lsano_g

~ —
-~

. FH- : : e
Zu diesem €& >0 o ?El)éhﬁﬁiﬁﬂﬁﬂ da o Infimum, mit t€ <a+é&,

~»
d.h. 3 nEeNy: a, <o+e, d.h. a, -e<a = 3, <a, -€<a =

J5<a,. <a. .
Widerspruch zu a>./5 untere Schranke von [a,,n€ENy}= a=./5

«— € —p
| | |
/5 a a an, o+e

ng +1

-
-~ —

-

D1.5.2 (711)
In einem Kérper K seien Elemente a,a;,a, ..

gegeben. Dann definieren wir

..a,€K fir ein ne N eindeutig

n
(.) Die Summe Z ay durch Za\, =a;
v =1 v=]
m+l m
Za\, =oAL, +Zav,l <m<n-1
v=l v=l
Klammern sind nicht

Bem:Die Assoziativgesetze besagen:
noétig
Andere Formulierung:

0, fallsn < m

Z ay:= a,,fallsn =m
k =m nel
Zak t+a,falls m+1 <n
k=m
0
) Haj =1
3=l
(..) Das Produkt I]:aj durch 4 .
3=1 _
Haj = Haj a0 <m<n-1
il il
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Andere Formulierung:

A 1, fallsn < m
Hak i= a,rfallsn =m
k =m

Hak *a,fallsm+1 =2n

Motivation log(ap*ami*....*a,) = 22 log ay)
k=m

(...)Die Potenzen a® durch a®=a*a™’.

Flir die Potenzen gelten die iblichen Rechenregeln.
Bew durch Induktion

1 0
n-faches von a :n*a, g *a:=a, (m+l)a:=a+tma,l<m<n-1, €R*a=0€K
nte Potenz von a:a", a':=a, a™!'= a*a™, 1<m<n-1,

neutrales Element a€K—a’=1€K (auch fir a=0€K)

//81.5.5 (706)Wohlordnungss, Vor:McN und M#©@,Beh: 3 minM//
Bem:1.)Satz 1.5.4 = obige Summen und Produkte sind V neN eindeutig
(rekursiv) definiert
2.)Aus (Al), (Ml) folgt mit Induktion, dass n-fache Summen und
Produkte unabhangig von der Klammersetzung sind

n n
D asatart....+a, [Ja= arar....a..
=1 v=

m mal

f—_J\_—\
a*a*a*. *a

#3.) m>n: =a"",
a*a*...*a
%/—/
n
# m=n: a""=a""=3%=1,
1 ! a’
# m=1 —Tatq* . kqTgrgx. xg=a =al

a R R e ——

n n
m mal
1 (m-n) a’
n-m -(m-n
a*a*..*a ————— 1 (1 _(1 T T __0-(n-m) _
# m<n: Sa*a*. . *aT o | — == Ta*a*.. *q ™2 -
a*a*a*””*a %/—J a a a %,—/
n-m n-m
n
<0
# a““““—anrn usw Grundlagen Algebra
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Andere Formulierungen:
Sind n reelle oder komplexe Zahlen a;, ... a, gegeben, so bezeichnet im

Folgenden_‘Z:e% immer die Summe und I]:aj ihr Produkt. SinngemalB schreiben
j=1 =1
wir Summen und Produkte von Zahlen, deren Nummerierung nicht bei 1,

sondern bei 0 beginnt. Falls n <0 ist, soll immer 25 a;=0 und I]:aj=l

j=1 =l
gelten. Man sagt: Eine leere Summe ist gleich 0, ein leeres Produkt gleich
1.
Allgemeiner: Ist J eine endliche Indexmenge und ist f:J— K,

J P £f(j)=f;, eine beliebige Abb, so schreiben wir gz'fj flir die Summe der

JeJ
Zahlen f; (und analog fur das Produkt). Wegen der Kommutativitat der
Addition ist es dabei unerheblich, in welcher Reihenfolge wir die Zahlen
addieren.
Ist etwa J={1,...,n}x{1l,...,m}, so ist j&€J ein Zahlenpaar (i, k) und wir
schreiben f;;, statt f (i .Die Summe dieser Zahlen ist dann eine sogenannte

Doppelsumme und wegen des Kommutativ- und Assoziativgesetzes gilt 4§: fi =
G, sed

19} m

Y (Y =Y (Y £
i=1 k=1 k=1 Jj=1

Entsprechendes gilt auch fir Produkte.
Bem: ay, (m<v<n;, my<v<n,) m=m,=1 n;,n,€N.

n

ny n n )
all a.12 ...... . a1n2 Z Z avuz: ! b\/, ! bv= Z a\/u.

v =m u=m, v =my v =my u=ms,

n, n,
aoi e s o a2n2 = Z Z Avu

w=m, v=m,

A,1  ee ol
n \4 n n

an 2 2 e X aw
v=l u=l u=l v=u

adoy aoo 1<v<n

asl adso assz ISMSV

dn1 dn2 An3 e - Ann
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~ 1 1
hi= — . Zeil ==
a)a kgn X eige a 5

. 1
1Os: api<an, 5<an<1 V n=2,

2n—1 2(n+1)-1
1 1 1 1 1 1
n~8n11= Pl Pl = >0 = a>a.
e G ,{Zz;, k 5i, k n 2n 2n+l 2n(2n+1) !
2n—-1 1 n
U >2: = —<—=1
ur n a ;;1 P -

. 1
(man braucht 2 Summanden, daher n>=2, grolRter Summand 1st;)

| 1 &1 n 1 2n—(2n-1) 1
fir n=1: a,=1<1, a,- == o s oo - >0
o T e @7 E K 2w 2n-1 2 4n—2 4n—2

gilt auch fir n=1, dann >>=>

1
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b) Vorbemerkung zur Induktion. Induktion kann bei n,€Z beginnen (vgl Bem
nach S1.5.3)

//81.5.3 (703)Prinzip der vollstdndigen Induktion 2. Fassung//
//Vor: Aus ,A. ist wahr“ V meN mit 1<m<n folgt stets ,Au., 1ist// //wahr",
so gilt: Beh:A, ist wahr V neN//

//Bem:Induktion kann auch bei nyEN beginnen B, :=A(n,+n-1)//

Bewelse: 25 V=EE%;—9 V neNg

v=l

//D1.5.2 (709)//

n 1
// (.) Die Summe Z a, durch Za

v =1 =1
m+l

v=l v=l
//81.5.1 (701)vollstdndigen Ind//
//Vor. V n€N sei A, eine von n abhdngige Aussage gegeben und es

// gelte 1.)"“A,, ist wahr"“ (Induktionsanfang) und//
A _ist wahr
// 2.)V neN (beliebige n€N) folgt aus , "~ "°™ auch//
IndHyp
A ist wahr
// ) “ so gilt: A, 1st wahr VneNnN//
IndAussage
( f_(Jn) = A(n+l) )
// V neN gl 1t Induktionshypothese Induktionsbehauptung ist wahr//

Induktionsschluf3 n= n+1
//Beh: A, ist wahr V nenN//
Bew:Induktion nach n€N,. Induktion kann bei jedem Element von

\ nn + 1
Z anfangen( mit A(n):“zg V=—L7;—l“)
v=l
0
— . +
IAnf n=0 : QS’V v _0-0+D wahr, d.h. A, wahr
D1.5.2 2

nzﬂ'v _(n+)((n+1)+1)

i?v _n(n +1)
IS n-—>n+1(nZO):Z.z.V:l - ) = 2 ist wahr

v=l

A, Indhyp

n
n+1 _ E vV
§ V " v =]
[A—'}

A( n+l) Indbeh

nn + 1
- (n+1) + —( )
D1.5.2
v =l nn+1)
IndHyp =———

=(n+1)+ =(n+l) (1+n/2)=

n+D)m+2

2
(vollstandige Induktion) mit Induktionsanfang
n=0 anstelle von n=1

, damit ergibt sich die Beh aus S1.5.1
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c) Z Vz_n(n +1)@2n + 1

= V HENO
v=l 6
Bew:Induktion nach né&N,
0
n=0 :Z v: O=O O+he -0+l wahr
- D1.5.2 6
n+l n =
w nn + 1) @2n + 1)
Pn+l: Z VT n+1)2+2 V2 IRAEYP (n41) 2+ 6 =
v=l
2
(n+1) 6 + 1) + n@n + 1) ey T A6
6 6
nh+1 (n+2)(2n+3):(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
6 6

n

d) [ (1+1/k)=n+1
k=1

n

Bew:Thyp : H (1+1/k)=n+1

k=1

n=1 (1+1/k)=1+1

~

=1

n—Hn+l:Es gelte H (141/k)=n+1 V neN. Dann gilt

k=1

+
—

n n

141/ = [] (1+1/K) Q+——) = (n+1) 232

ey n+1 {Hp n+1l

=n+2=(n+1) +1

~
Il
u

n

e) [ (1+x0=1+) =x. fur x, ..., x>0.

k=1 k=1
Wenn X, ...,X,=x: (1l+x)">1+nx,

Bew:n=1

1
(14x,) =1+x,=14 ), x,

1 k=1

=3
+ &
=l

n

n—n+1l: (1+xy) = H (1+xy) (14x,41) = l-I-Z Xk) (1+X41) =

k=1 k=1

Z n+1l
1+Z Xyt 203 n+1+ oo Fo>14+ Y ox, .
%/_/

k=1
>0

n

f) i' Z aiz (a,..a,>0)
k=1 =1

2 2 2
. pd x° + - 2%y + 2% X - + 2x 2x
Bew:Fir x,y>0 gilt =X Y Y v_| y) Y 22Y
Y x Xy Xy xy
Bew durch Induktion nach n
1 1 1 a
n=1: ak*z S |
k=1 j=1 3y a,
n+1l n+1l 1 n n 1 1
n—-n+l:Fur neN gelte Z ay* —=(Z axtanit) (Z —+ ) =
. a. a. a
k=1 j=1 J k=1 j=1 J n+1
n n 1 n l l n :I_
Z akz Z+an+1z Z+a Z aj+an+1—a >
k=1 j=1 J j=1 J =

n a a n
n?+ ) (—*+——)+1=n%+) n+l=n?+2n+l=(n+1)°?
j=1 a5 ann 5=1
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n 3 1) 2
J) k3_[”(L]
k=1 2
_ 1(1+ 1)
Bew:n=1: k=
ew:n Z [ . ]
n+l
non+l: Y kB:[—”(””) F(nt1) o= (n1) 2 (e A gy (D)7
e 2 4 4 4

Al.5.8 Beweise:fl fl aﬂ=r1 rj Ak
j=l1 k=1 k=1 J=k

Bew:1. Moglichkeit:
K=: 1 2 3 .. n

dz2
Azl dsz ass

| PR R W |
I
w N -
D
N
[

J=N: an1 @n2 @n3e - -3m
j

H ajk:H A4135923593. « « Aj57 (a11) (@21822) « v« (@n1e v . @nn) =
j=1 j=

n n n n
(H d1xd2k . - - Ank ):H AxkQk+ik e » » ank:H H ajk
i=k k=1 k=1 j=k

2. Mbglichkeit'

H H ajk—H H 2x = [l an= [l an. 1<k<j<n

j=1 k=1 Setze aj =1 fir k>j

Al.5.9 Es seien xi,...,x.€R mit x>0 V v=1,...,n.

Beweise: f]ﬁ(bﬂg)21+j§ Xy .

v= v=l
n (1 ~ n+l % 12’ % n+l
Bew: [ [ (1+xv) %) 1+Z %) (L+xnn) =14, xot 41 Ty >14 37 x,
v= 20 v=l * v=l
>0
Durch vollstandige Induktion:
1 1
n=1: H (l+xv)=l+x121+2 Xyv=1+xy
v=l v=l
n+1 n n
n—on+l: [ ] (14x)=1+x0) [ Q4x) (14x0) = (T4xes) I+ ] (14x0) =
v=L v=l
n C n n+1l
X, X, 2 _
1+ xv+xn+l+Tglé VT4 Y xetxea=1+ ) %=
v=l = v=l v=l
>0

A(n) ist wahr
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Al1.5.10 Es seien a;, ...,anbi, ..., 001 €C, und es sei Anrzzf Ak.
k=l

Zeige: Z akbk=Anbn+1—Z Ay (byi1=by)

k=1 k=l
[s’e} n k
Bew:Induktion nach n oder 3, A, (bui-b)=2 Y a (bui-by)=
k=1 k=1 v=l
n b b n n
¥ avkzzo( R YT YC ) S N SR
v=l v=l =1
Teleskopsumme
oder rechte Seite:
n k
N\ N\ b.,. - b a
Anbn+l_§ Ak(bk+1_bk): bn+l}§ av_k:l( k+l k)vz‘:l V=

l1<vzk=n

Pos >, av=, av Y, (ua=b)= Y av(onat Y, (Dua-by)) =
k=0 v=l k=0

v=L v=l

n n

Y a (bpatby-baa)= Y a, by:linke Seite

v=l v=l

S1.5.6(718)Unleichung von Bernoulli
Vor:x€R, x>-1, neN
Beh: (1+x)" =21+nx,
Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder
Bew:A ) c(1+x)" = 1+nx
A, s (l+x)t = 1+1°x

I+ x'1+x o

n—n+l: (1+x)® > 1l+nx = (1l+x)** = > (l+nx) (1+x)=

>l+nx >0

2
l+nx+x+nx’=1+ (n+1) x+ 80X >1+ (n+1)x

n>0

1.)n=0 (1+x)%=1 > 1+0'x

2.)Fir x=-1, n=2, x#0 = (l+x)" >1+nx anstelle von =
...Induktionsanfang n=2

#81.5.7(715) Vor: x,vER, x,y>0, neN. Beh: x<y & x<y®

Bem:

#//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet (03) a<b und 0<c = a*c < b*c

# Bew:n=2 : x<y © x*x = x*y y*y o x*<y?

D1.2.1(03) D1.21(03)
# IH n : x<y & x<y"

# n+1 : X<y © xP*x Nk Nk e xMtlgyntl
y IH Dlh.ﬁ2.1(03) y I1H Dl“.ﬂz.l(of‘i) y y y

1 1
Al.5.11Beweise V n€N mit n>2 die Ungleichung 1+—<(1+— 1)?
n n® -
2
1 > n S |
Bew: (1+ v s 1+ >1+—, 2 l>1+—
n® -1 Bernoulli n’ -1 n Ll — n

>1
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Al.5.12

Vorbemerkung zur Induktion.
S1.5.3). Beweise:

a)n?<2" V neNy\{3}

Induktion kann bei ny€Z beginnen (vgl Bem nach

//A1.2.9 (408)a)aus a<b und b=<c folgt a<c//

Bew:n=0, 0°=0<1=2° n=1:1°=1<2=2!', n=2:2?<2? , n=3:3%
n’<2® V neN, n>4 wird unten durch Induktion nac
bewiesen. Dazu bendtigt man Lemma:
2n+1<2™ V neN, n>3 Induktion nach n

23
n noch

n=3: 2:341=7<8=2% wahr

7osn41:2(ndl) +1=(2n41) 42 S 204 2 < guponm p.gnopuel
n=3 IndHyp <on
Also: 2 (n+1)+1<2®' (mit Al1l.2.9 a)

>

Bem: 2<2°=(l+1)nBermoullilngl14n>2 VY neN

Noch z.z.:n°<2" V neN,n>4...Induktion nach n
n=4: 4°=16<16=2* wahr

2 +

n 5n+1: (n+1)2=1 +2n+1 s 274 M

n=4 <n IndHyp Abschdtzung <2" siehe oben da n>3

<2n42°=27"1 = (n+1)32<2n*
Bem: Genauer gilt n?<2® V neN,, n>5 oder n€{0,1}
n?=2" fiir n€e{2,4}
n?>2" fir n=3

b) —_—= — neNy.
v=l v v=n+l v ’
0
Zav =0
v=l
n 1
//D1.5.2 (709) Y ay:= a, i=a, //
v=1 v =
m+l i jul
Zav za, t)a,l<m<n-1
v=l v=l

Bew:Induktion nach n

0 qyVv+l _ o0 2.0
n=0: E'L - - Zl= Zl wahr

o

-
) v Dl1.5.2 Dl1.5.2 v=1 V +v—o0+1V
gerade ungerade
2n+1) (_ 1)\/+1 _ 2n (_ 1)V+1 — —_— _
an+l: : )+ (_ 1) (2n+1)+1 + (_ 1) (2n+2)+1 ;
- LY 2xD1.5.2 o v IndHyp *(715)
V= = 2n +1 2n+2
@ 1
Z:_' + ) 1 2041 ] L L L
eV n + - \ T
v=n+l + l = — —_ |- ’+’I 2 n + 1=
_2n+1 1 //2/]3.4;2_—"/:’”_21/ 1 1_+1
- o - Tonel mn2
v=n+1 v
2n+2 2@+1)
S e S
v=n+2 v=n+D+1

N 1, falls k gerade
* (-1)*= (Bew. durch Ind nach k)

-1, falls k ungerade
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M={1/2; 1; 9/8; 1; 0,78125; 0,5625,..}..Vermutung:
Beh:inf M=0, min M existiert nicht ,sup M=max M=9/8

//A1.5.12 (715) a)n’<2" ¥V neNn,\[3/
//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#o, seK
// 1.)s= supT: < a)g 1st obere Schranke von T und

// p)V e>0 ist § -¢ keine obere Schranke von T
// e V teTr: t<g und V &0 T t.€ET mit t.>g -¢€
// s = 1inf T:e a)s 1st untere Schranke von T und //
// p)V e0 ist s +e& keine untere Schranke von T//
// e V ter: t=s und V e0 3 t.€T mit t<s +&//
// 2.)d maxT < F supTeK und supTE€T: maxT=supT//
// d minT < F infTeK und infTET: minT=infT//
2 2
Bew: (.) 2—<1 V¥ neN\[3} nach Al1.5.12 a), fir n=3:2_=9/8 =
2n 2“ <!
2
D <9/8 V neN und 9/8eM = max M=9/8 =  sup M=9/8.
2n Def max S1.3.12.)
2
(..)2>0 V neN = 0 ist untere Schranke von M
2n
Noch z.z.* YE>0 3 m€eM mit m€ <€ . Dann folgt aus S1.3.1 1.)

—

S1.3.12.) -
. ~ . - . .
inf M=0 = minr M existiert nicht
— =
— — 0¢&M

Bewf"égié‘>0 bel aber fest.

n
N unbeschrankt = I 2 €N:ny>1/E bzw. 1/n<€.

€ny (¢)
O0.B.d.A. ny=10
né nof \ né L e
Setze m€ = ng = m€ em und,‘m_‘g2 3 = <
2 04_ ————————— no 0
Einschub:Beh 2°>n® V neN,n>10. Bew Induktion nach n
n=10: 21=1024>1000=10°
N o R R S | R
n & n+l:(n+l)°’=n’+3n“+3n+l1 <+ 27+ <2°420=
n=10 IndHyp <2°,dan=10
2n+1 ”,,—’

(stimmt auch fir n=8 und n=9) Bew durch Induktion
nach n

n=10: 3-10%+3-10+1=331<1024=2"%
nHn+l:3(n+1)2%+3 (n+1) +1=(3n°+6n+3)+(3n+3) +1=

6ln + 1
(3n%+3n+1) + (6n+6) S oong (i,J <24 n=pntl

IndHyp <2" (Induktion)

Beh:6 (n+1)<2® V¥V neN,n=>10
n=10: 66<1000

nHn+l:6(n+2)=6(n+1l)+6 S oong § <2r42n=2ntl
IndHyp <on
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	Natürliche Zahlen: 1,2:=1+1,, 3:=2+1 usw
	(..)Noch zu zeigen: kleinste induktive Menge
	Bez: N0= N0 ist induktiv und heißt die Menge der nichtnegativen
	ganzen Zahlen
	Beh:a) x<1  xN
	A1.5.1 Sei im folgenden aR festgehalten. Wir wollen ein MR
	a-induktiv nennen, wenn aM und xM  x+1M immer gelten.
	A1.5.3 Finde für jedes Na wie oben eine bijektive Abb von Na auf N
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