1.6(800) Die komplexen Zahlen

Es soll ein R umfassender Kérper konstruiert werden, in dem die Gleichung
x?’+1=0 losbar ist.

//D0.1.2 (3) M=M,:e XEM, < xXEM,//

D1.6.1(800)

Die Menge R?’=RxR=|(x,vy)|x,yv€ER} mit Verkniipfungen

+: (RxR) x (RxR) — RxR, R?xR* = R?: (x1, v1) + (%3, V2) P (x:+x5) + (y1+V2)

* : (RxR) x (RxR) — RxR, R*xR*-R* : (%1, y1) %k (%2, ¥2) P (x1%:-y1V2, X1V +X2¥1)
heiBt Korper der komplexen Zahlen C={z|z=(x,y)mit x,y€ER]

Beachte z;=(x1,Vy1)=(X2,V2) =2, © x;=x, und y;=y, siehe D0.1.2 oder

Die Menge aller Punkte z=(x,y)'€R, zusammen mit den Verknupfungen

1 Xz] B [Xl] [Xz] XX 7YY,
- , -
Ya Yo V. t Y, Yi1 Y, XY, + X7,
heiBt Menge der komplexen Zahlen C, oder die komplexe Zahlenebene.

X X1+X2

+

S1.6.1(800)

1.) (C,+, %) ist ein Kdérper
Bew:siehe A1.1.7 (306)
Mit diesen Verknipfungen ist C ein Kérper, d.h. es gelten die gleichen
Regeln bzgl + und % wie in R und die Addition komplexer Zahlen
entspricht genau der Vektoraddition in RZ?.
Wir identifizieren x<>(x,0)? fiur alle x€R, damit ist R ein Unterkorper
von C. Die Zahl 1 entspricht also dem ersten Einheitsvektor

(1,0)™=1i > i%?=-1 und z=[§]=x+iy YV zeC.

|
2.) CRF%(X,O)|XER} ist ein Untenkdrper von C, der zu R isomorph ist.

¢: R> Cr definiert durch xké(xxO) ist ein Isomorphismus von R auf
Cr, (d.h.q ist bijektiv mit “
Q (%)= @ (x1) +Q(X2) , @ (x1kX) =3 @(x1) k(%) V %, x,ER)
Bew: @ (x1+%2) = (X143, 0) = (%1, 0) + (3, 0) = @ (1) +9 ()
@ (x1%k X2) = (X1%2, 0) =(x1,0) % (xp,0) =0 (x1) %k @ (X2)
3.)Flir imagindre Einheit i:=(O,1* gilt
i?=i%i=(0,1)*(0,1)=(0*0-1*1,0*¥1+1*0)=(-1,0)=-1€R
4.)z=(0,1) erfillt z?=(-1,0) \
5.) C kann nicht angeordnet werden, da i?=-1<0, Widerspruch zu
>0 sein \
\
Kartesische Schreibweise der kompﬂﬁxen Zahlen

1,0 ,O
2€C, 2= (x,y)=(x,0) + (0, y) =&V L2, &2 (O]

ec, =i

z=(x,y)=(x,0)%1+(y,0)1 L1 T
=xk l+yi=x+iy, x,vE€R Iy/: Ajl+zz

2 mubB
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Bezeichnungen:Sei z=x+iy x,y€ER 12=-1
l.)x:=Re z Realteil von =z

2.)y:=Im z Imagindrteil von z

3.) z :=x-1iy die zu z konjungierte komplexe Zahl

4.)|z|:={x +y> 20 Betrag von z=Abstand von z zum 0 Punkt

5.)U,(2) :={z€C : |z-2¢|<r} ist eine Kreisscheibe um z,€C mit Radius
r (>0)

Fir z=x+iye C gilt immer (|z|=4x* +y*=0)
max{|x|, |yl}<lzl=yx" + vy <\2max(x, y’) <{max(| x|y} <

Vemax{ x|, lyl}=<42 ( )
2max{ [x/,|y

Bew: |z |?=x*+y?’>x?, also |z|=>|x| und |z|>]|y|. Daraus folgt die linke
Ungleichung. Wegen (max{|x|,|yl|})?=max{x?, y’} gelten auch die
anderen Ungleichungen.

lx|+]y]|
_v_/

Beachte, dass die obige Definition des Betrags einer komplexen Zahl im
Falle y=0 (also z€R) mit der friheren Definition des Betrags der reellen
Zahl iUbereinstimmt.

Die komplexen Zahlen werden als Punkte der Ebene R? identifiziert.
GauRsche Zahlenebene.

C 14Bt sich nicht anordnen, sonst widre V z#0, z?>0, obwohl i’=-1
Widerspruch!

Da sich C nicht anordnen l&dsst, ist es sinnlos, Ungleichungen zwischen
komplexen Zahlen zu betrachten. Allerdings kann man Ungleichungen
untersuchen, in denen nur Betrage komplexer Zahlen auftreten. Z.B. gelten
die Dreiecksungleichungen auch fiir Betradge komplexer Zahlen.

(801)Eigenschaften der komplexen Zahlen

Fur z,z,,z,€C gilt

1.)Re z=1/2(z+%) Im z=—l—(z—£)=Li-(Z—z) da i%*=-1, 1/i=-1
21 2

.1 Ztz=2%, z-z =21y (y=i(z—£)=——(z—z)

-1y 2i 2

= — — — h— Z Z‘l .
3.)=2=2, z, tz,=z, *z,, z,z,=z, 'z,, |—|=== mit z,#0,
ZZ Zz

#2,2, =(x, +1iy) * %, +1iy,)=xx, - vy, + ixy, + ¥,%)=

#x13%-y1Yo—1 (X121 yiX) = (X-1y1) * (Xo-1y2) ==z, "z,
= — =— 1 = Z_
#Nach 5.) [EL] e [Zl_ilzzl[ih] Tz, — = Z1
z, S1.6.1 z, Z, 5.) Z, Sl.6.1 Z,
fz, +z,=(x +1iy)+(x, +1y,)=(x, + x,) + iy, + y,)=(X1+x2) -1 (y1ty2) =
#(x—iy)) +(xo-iys) = z, +z2,
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#z, - z,=(x, +1y,) - (x, +1y,)=(x, - x,) + iy, - y,)=(X1=%X2) =1 (y1-y2) =

F(x-1y1) = (x0-1iy2) = z, -2z,

4.)z=x+1y, |x|=|Re z|=yx2 =y +y> =lz|, |yl=1Im z|=yv? =J +y> =|2z]|

1) 1 x- iy | X . y x + iy 1 1
SO | == — == -1 == ~+1i— ~= : — =T ==
z x + iy x“ +y X" +y x“+y x+iy)(x-1iy) x- 1y =
S1.6.2(802)
Vor. Sei z,z,,z,€C dann
1.)zl=vz -2 |z|=|-2z]=0 V z€C und |z|=0 & z=0, |z|=|z |=/2z=
Bew: oz = (x+1y) (x-1y)=x’+ixy-ixy-1i?y’=x*+y’=|z]|?,
i?=-1, i® =-1i, i*=+1.. |z|=0 & |z|*=0 & x=y=0
_ 1 _|ZJ
2.)|2122|—|21||ZZ|, — = falls 22730
Z2 |Zz|

Bew: | 2125 1%=(212,) (z,2,) = (2:25) (2, "2, )= (212, ) (222, ) =12:1%] 2,

2 1 |Zl| Z,
1201 =20 2| = |2 2o & =2
Zy Zy |Zz| Zs
3.) A Ungleichung
lzitzo [ <Mz l+lzol, Tzil-lzol Sl zitz | =Sz I+ 220,
|ziEzo = zil =1zl =211 = 1221

»=, gilt © z,=A 2z, oder z;=AzZ, A=0

//(801)1.)Re z=1/2(z+=) (801)//
Bew:siehe auch Al1.6.5
| 2142, |?=(2142,) (2, + 2,)=212, +2Z12, ¥222, +222, =| 21?4212, + 2,2, +|221°

= —_ —_— <
~ |Zl|2+2Re(Z122)+|Zz|25|21|2+2|Re(2122)|+|Z2|2 v
Eig 1.) Eig 4.)

121242 | 2,1 2, |+|Zz|2;—)|21|2+2\/xf Fyt 5wyl z P

|z 12421z | [ Zo |+ 2zl 2=z |+ 221)7 = | z1+2z2 | <)z |+ 2]

lzil=z1+2zo-22 | S| 21tz [+ -2, = z
| z1+zo =121 -1 22| /
0
z
Bem:1.)Re z<|Re z|Z|z|Z|Re z|+|Im z]|,

Im z<|Im z|=Z|z|Z<|Re z|+|Im z]|,

_ . XS‘X‘ * 2 2 2
2.)z=x+iy = <lz|=|x|+|lyl *da (x*+y°)=(Ix[+]yl)

y =yl

-~ x -1 X
3.)z=x+1iy#0, 1/z=z"'=2= z - 5 y2: ; -1 ! 5

ZZ |Z| X" +y X" +y X" +y
4.)der Betrag fur z€R stimmt mit dem reellen Betrag

Uberein
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— W\

Al. 6.1 Z.z.: In |z:+z;|=Z|z:|+]2,| gilt das ,=% wenn
Re (z,z, ) >0 und Im(z,z, )=0
):|21|2+|Z2|2+21£;-+Ez-22:

Bew: | z:+t7,|°=(z:+2,

|2, |7+ | 2,1 *+2Re (212, ) & |2, 2421 z1z, |=|lz:l+]|2,] |2
- 2 - 2 -\ _ N
* Wy W | lez |=\/Re (2122) + Im (2122) :|Re (le2 ) |=Re (le2 )
=0
2 _ 2 Y
*We=WRe (le):| le |: Re (2122) + Im (Z]_ZZ)
=0= Im(z, ;) =0
D1.6.2(803)
Fir zeC: z%:=1, zl:=z, z"l:=z*z", z":=(1/z)" (n€N, z#0)
| |
| |
S1.6.3(803) | I
Fiir z€K (Kérper) und n€Z sdi fiir -n€N ng:=(-n) (-z)und,

Ho=(1/z)™ V n,m&Z und zeKigilt

falls z#0,

nz+mz=(n+m)z, m(nz)=(mn)z, ¢z+nw=n(z+w), (z,w#0, falls n,m<0)

( . ) anmzznﬂn I
Bew:a)n,m>0: :
Grund der rekursﬂven Def

B)n>0,m<0 [
|

[
|
|
[
|
|
Induktion nach nl A(n):fwzm=zfm V meN, fiir neN, und auf
|
|
|
|
|
|

Zn-lx,1_on 3 Zn-l_pnx -1
z #0 |
z#0..Induktion nach'n. z"*z"=z"" ¥V m€ (-No) fir neEN,
n=0: z0* gl=] * zlEzi=7 0 [
_ v v

- ”
n n+l:gttlkgnbefagn, (7 /oy M=gn(] /7)1 (1/z)™

(da -meN)=z"(1/z) ™= zozm™! 2 gzl Y peN,.

IndHyp

y)z#0, n,m=<0

Bew:A(,) : (zM)"=z™" V neZ fir meN,

m=0-: 1=1
mHm‘{‘l: (Zn)m+1:(zn)m(zn)l 3 Zmnzn:Zn(m+l)
IndHyp
m<0: (z") '=z™ weil nach (.)z"z"=z%=1
(...) (zw)™=z"w" , z,w#0 fUir n,m<0

Bew:analog

Al.6.2 Berechne Betrag, Real- und Imagindrteil folgender komplexer

Zahlen (fir ein z=x+iy€C, fiur welches der Nenner verschwindet)

1+
z?, 1/z, z

1-z

Al1.6.3 Zeige: Fir K=C kann es keine Teilmenge K., geben, welche die
Axiome (01)-(03) erfiillt, d.h. C kann nicht zu einem geordneten

Korper gemacht werden.

Al.6.4 Zeige:Ist z€C, und |z|=0, so folgt z=0 (also Re z=Im z=0)

Al.6.5 Zeige fUr xi,X,,vi, V,€ER:
803

A

n
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a) (x1X,+y1V2) ’= (X12+Y12) (X22+Y22) - (X1Y2—X2Y1) ’< (X12+Y12) (X22+Y22)
Los: (x1X21Y1V2) 2:X12X22+2;1X2Y1YZ+Y12Y22r ?
|
|

/
(X12+Y12) (X22+Y22)7/(X1Y2_X2Y1) = |
X12X22+X12Y22+Y12§{2+Y12Y22_ (%1°Y," = 2%, VoK, V1 +%,7 Y, %) =
<
%123,y Y 231 Ya %oy = (XXt yaYa) = (%) (%5457
(x1y2-x,1)" 20

b)Benutze a) um zu zeigen, daB |z+z,|<|z.|+|z,| V z,,2z,€C
Anleitung:Quadriere beide Seiten
Los: | zitzy | *= | +iyitxotiy | P= | xi4x+1 (Vity2) 7= (x0+%;) 24 (yity2) =
X242 X 1Ko+ X2+ V12 2V Vot Vo i =X 2y P4 2 (XX Vi Ys) X704 Y,7

=~ 2 2*|Z||Z| 2 2 2 \/X2+ 2\/x2+ 2 2 2
('21”'22”\121' +R 72 0 7, | 2=x 2y 242 VL T VX T gy 2402,
| >0

Bleibt z.z. x1X2+§1Y2S‘l/(Xf +yi) &+ o) -

Annahme x1x2+y1y2>\/(xf + ) K Ty

—_——

Al1.6.6 Zeige fur z€C und ceR gilt:
a)Re iz=-Im z

D) @ H=(z)" @z H=c(z)"

Al.6.7
a)zeige: Fiur reelle Zahlen a,b,c mit a#0 und z€C gilt:

-b +4b° - dac

,fallsdac < b’
2a

az’+bz+c=0 o ,
-b +ivVlac - b’

,fallsdac > b’

2a
Anleitung: Zeige zunidchst az’+bz+c=a (z+b/2a)?+c-b?/4a.
b 2 2 > b >
BeW:OzaZZ+bZ+C=a(ZZ+—Z+ b — b )+C=a(z+_)2_b +c o a(Z+—)2=b ¢ &
a 4a”®  4a’ 2a 4a 2a 4a
2
(z+£)2=w
2a 43°
2
1.Fall:b’-4ac>0 = wzo o z+£=_ b - dac
4a’ 2a 437
b £ - gac
2a
- h2 : _ 2
2.Fall:b%*-4ac<0 & Z+£=ii 4ac- b PN Z+£:ﬁ\/4ac b”
2a 44° 2a 2a
bt p
2a
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b) Zeige :Fur z,E€C mit z=x+iy, (x,yER) gilt:

_e2 — [XFl 2 x+ 2|
g o § —(,/—2 i(sgn y) — )

z
Los:"="
E:=s+it mit s,teR, z=E£? o z=x+iy=(s+it)?=s’+2ist-t? & x=s5?-t?
und y=2st ———_________
1.Fall:y=0 & x=s?-t? und (s=0 o®er t=0) = x=s? oder x=-t? &

| (x>0 und s:=%x.x) od’e’r‘(x <0 und t: —-"JZ‘X'_
v (x>0 und &=*.x) oder;(x <0 und &= +1F

2
2.Fall:y#0 & x=s’-t? und t=(—o)! = x= =Y und 1L
Y 4s? 2s
o 4s-4s’x-y°=0 und =L & 4u’-4uy-y°=0 und =L o
2s  u=s? 2s
_4x +4J16x7 +16y° _4x + 47|
2 .4 2 -4
(- kann nicht benutzt werden, da |z| >|x| >x und s=+u €R) &
< 2
+
s?= =>:;Z| und t= 20 yng t— /x+|z|
yNEx+ Lz |)/ yy-x+ [z |)/
=+ xt+|z]| und t==+ 4 +| |2 + \/> _
=+ =+ 4 | =x + =
> J X z 4y
=y Iyl

+ (sign y)-x+z])/2 & E&==* /% *+i(sign vy) _X+2|Z|

“<“ ausquadrieren, nachrechnen

c)Berechne alle z€C, fir die gilt z’=1. Anleitung:z’-1=(z-1) (...)
Lés:z°-1=0 < (z-1) (z2-2z+1)=0 < z=1 oder z?+z+1=0 < z=__— 1i; SR
_-1+ a3 oder z=1 oder z=ﬂ
2 2

Al.6.8 Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form
x+iy mit x,y€ER dar und berechne deren Betrige:

a)i® (n€l)
1fallsn = 4k 1 =1+ 01
. . i, fallsn =4k +1 ) i =0+1i
Los:Beh:i"= mit k€Z, und ,
-1, fallsn =4k + 2 -1 =-1+ 01
-i,fallsn =4k + 3 -1 =0+ (-Di
i%k= (1) *=1%=1, da i*=(i?)*=(-1)?=1, itl=4 *i%k =i °*1=i,
142=42 *i%k =(-1) °1=-1, 4i%"=41° *i%=4i3 *1=(-1)i=-1
Betrag: |i"|=1, da [1]=1, |i|=1, |-1|=1 oder man benutzt
|z®|=]z|* V n€Z, (Bew: n=>0:Induktion nach n,
n<0:[1/z7|=[(1/2z)"|=11/z|™ =|z|")
b) (1+1)*
Los:=[(1+1)2]%=[ (1+21+1i%]%=(21)?=2%1°=-4=-4+01,
| (1+1)*|=|-4|=4
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C
) @ - iy
1 1 8 +61 8+ 6i 8 + 6i 3
Lés:= = = =" "D /25+— 1
9-61+1° 8- 618+61 8 -(6))° 100 50
S T S T
= =———=1/10
G - 17| I8 - 6i] |8 - ei
1+ 1)
d)
(1- 1)
. (1 +3°a+4)° @+ i) a1 ) .
Lési=————— " = =1/8[(1+1i)%]1%=1/8(-4)%*=2=2+01
)3 i\ 3 3
(1-17°a+ 1 2
.\ 5
(l+l)3=|2|=2
(1- 1)

Al.6.9 Zeige:

a)Fir beliebige Zahlen z,we C gilt: |z+w|+|z-w|?=2(|z|%+|w]|?)

- _ - L _
Bew: | z1+2,|?=(2142;) (z, +2,)= (21+22) (2, tz, ) =212, +2:2, + 252 42,2,
=Z122
=|z,|*+2Re (212, ) +12z,1*> V¥ z,,2,€C =
|Z = W2
| z+w | 2+

C(lz|™2Re(z T )+ w|?) +(|z|+2RE EC W) |- wl

=z + ¢ w)? =- Re (zw) =|w|?
2(lz|*+|wl|?) V zweC
Andere Formulierung:
Bew: (z+w) (z + w)+(2-W) (z - w)
Zzt2 g TWz tWyy 2 = — W —

)=2]z|*+2|w|?=

=(z4+w) (ztw )t (z-W) (= —w )=
Zw tWwr =22 |%+2|w|?.
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Al.6.10

Gegeben sei die Funktion f:{z€C:Im(z)>0}—-{z€C:|z|<1}, f(z)=z;%
Z 1
Beweise, dass f bijektiv ist und bestimme die Umkehrfunktion.
f
Lés:H:={z€C:Im(z)>0}, E:={z€C:|z|<1l}, f:H-E, f(z):z;?
Z 1
Nebenrechnung w=2" %=Z+J’i21=1— 21' = 2l'=1—w =
Z + 1 z+ 1 z+1 z+ 1
z+1 1 21 , 21 - 11 - w) 14 1w
= = 7= —-1= =
21 1-w 1-w 1-w 1-w
Definiere g:E—H, g(w)=l+lw='l+w
1-w 1-w
Dann gilt:
(.,)E(H)CE:
Es seil z=(x+iy)€H, d.h. x€R, y>0 =
S XAy - %Ay +l-2
£(z) = A XD K PV A <
z+ il x"+(y+1)° x"+y +1+2y >0
d.h. f(z)e€E
(..)g(E)cH:
Es sei |w|<l. Z.z Im(g(w))>0. Es gilt:
Tm(g (w))=Tm(i— = )=m(i = 01" W) =gl mrv-u
1-w l1-wil-w - | 1 - w |
1- 42T 1- ’
“Tm(i | w | l2m(W): IWI2 >
| 1- w | | 1- w | Iwi<i
* w=u+tiv; (l-w) (- )=(l-u-iv) (1-u+iv)=(1l-u)?+v’=|1l-u-iv|?=
| 1-w|?
(...)f surjektiv, da V we€E:
i1+w—' 1+w_1 1+w-1+w
1- w 1- w 1-w
f = = =
“ﬂm)1+w o 1l+w 1+w+l-w
i + +1
1-w 1-w 1-w
(....)f ist injektiv, da aus f(z;)=f(z,) flur =z,,z,€H folgt

g(f(zi))=g(f(z,)) = z,=z,. Also ist f bijektiv mit
Umkehrfunktion g
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b) Zu jedem z€C existieren eine reelle Zahl r=0 und eine komplexe
Zahl w mit |w|=1, sodass z=rw ist. Sind r und w eindeutig bestimmt?
z/rfallsr #0

Los:Definition r:=|z]| und w:= = r=0 und |w|=1,
- lfallsr =0
denn |w|=|z/r|=|z|/73+z;jr=1 fur r#0, sowie z=rw (Existenz z)
Eindeutigkeit: T~
1.Fall z#0: Sel riw;=z=r,w, = I:ETT1|:|Z/Wi|=|Z|/|W1|=|Z|,

=
analog r,=|z| = r;=r,#0 = riw;=rw, ~ Wi=W,.
#

Also r und w sind hier eindeutig.
2.Fall z=0: r ist eindeutig, Beweis wie im 1.Fall.

w ist nicht eindeutig, z.B. 9- }:=9 . S;;)

r Wy r W2

Al.6.11 Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form
x+iy mit x,y€ER dar und berechne deren Betrige:

IR T A T AR RO LI L L L i I LS L

a)

1+1

L\ 2
2+ 1

3-1

b)

C) (1+i)1999.

Al.6.12
Bestimme zu folgenden komplexen Zahlen jeweils Real- und Imagindrteil
sowie deren Betrag:

i-1
(.) -
i+1
. . . . S22 L L o1 g a2
Lés:l 1=1 1 1+1= 1 l)= 1 21+l)=i=>
i+1 i+1-1i+41 1% +1° 2
-1 -1 -1
Re (- =)=0, Im(———)=1, |2 ‘=1
i+1 i+1 i+1
( 3- 4
-3
o (3-4i) @ +3) 3-12+131 9 13,
Los: ; ==~ —+t—1
(1-31) @ + 31 17 - 32 10 10
3 - 4i 3-4i) 1 - 4 244 5
Re l :-i, Im[ l =_3, ‘&: 3 +4 = —
1- 3i 10 1-31) 10" [1- 3] {17 +32 41
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1+i|"

(...) \/—E fiir ne”Z.
1+i 141 {12412
Lés:z= — = |z|=J—:J:=llf:l—=l, lz"[=|z|"=1,
(2 2| (2
1+if? - —1+i
z2=( __L _1+2i=] =i, z’=iz= il , zi=i?=-1 =
V2 2 (2
Zn+4:_zn V nez[ ZSk: (28) k:1 Y ngW:ZV.
1
Re (z%)=1, Im(z®%)=0, Re(28“1)=1m(28“1)=-ﬁ§,
y
8k+2 8k+2 8k+3 1 8k+3 1
Re (z )=0, Im(z )=1, Rel(z )=—-T§, Im(z )=f§- und
\
Fiur v=4,5,6,7:Re (z¥")=-Re (z%"™%), Im(z®")=-Im(z®"*) fur k=2

Al1.6.13 Bestimme alle z€ C mit z*+(2-1)z?=21
Los:z%+ (2-1) z?=0 = z%422%-17?-2i=0 = z?(z%+2)-1(z°+2)=0 >

(z°+2) (_22_1):0 o 2242=0 oder z’-i=0 © z’=-2 oder z’=i o
Zio=%42 {1, Zi=%ty21 weil i?=-1 auch (-i)?=-1 oder

r — 1+i 1+i
P e

Al.6.14 Aquivalenzrelationen?
Ggf Partion, Aquivalenzklassen, Aquvalenzklasse zu x=z=2

a) z~w genau dann, wenn |z|=|w]|
Los: ~ reflexiv, da lzl|=|z|
~ symmetrisch, da |z|=|w| = |w|=]|z]
~ transitiv, da |z|=|w|l & |w|l=|v] = |w|=]|V]

Aquivalenzrelation (da = Aquivalenzrelation)
Aquivalenzklasse zu 2: {z€C]||z|=2}
# Partition: {z€C||z|€R}

b) z~w genau dann, wenn gilt: 3 ¢€[0,2n) mit z=w*el®

Los: ~ reflexiv, da z Z |

fir ®=0
=®'€[0,2m)

~ symmetrisch da z=w*el? = w=wreltre l=z*eIt=z* j(mpm)t;?ﬁﬁ¢ﬂ
e

~ transitiv, da z=w*e & w=vrel = z=vyrel¥elt=yrel W)
Aquivalenzrelation Aquivalenzklasse zu 2: {z€C||z|=2}
# Partition: {z€C]||z]|€R}
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