1.8(1000) Arithmetisches und geometrisches Mittel

D1.8.1(1000) Fir xi,...x,€ER, heilt

A(xl,...xn)=l/n2§ %y das arithmetische Mittel der Zahlen xj.
j=
Falls alle x3=0 sind, heifRt

G(xl,...xn)=JI]:xj das geometrische Mittel der Zahlen xj.
j=1

ARy ooy X))

n

S1.8.1(1000) min{xl,...xn}s{ }Smax{ X1, o« «Xn}

G(Xyyeeer X))
*Bew: Idee n=2 Induktion nbHn+1l

Der nadachste Satz zeigt, dal das arithmetische Mittel immer der groblere der
beiden Mittelwerte ist. Fir n=2 bedeutet das geometrisch, dass der
Fldcheninhalt eines Rechtecks mit festem Umfang dann am groRten ist, wenn

—— €. °
es ein Quadrat ist:a+b>./zp, 2 2= §~§, denn dann sind die beiden Werte
2 2

gleich

S1.8.2(1000) AGM Ungleichung

XipoeooeXn20: G(X1,...%,) SA(Xy,...X%X,) und Gleichheit tritt genau dann

ein, wenn alle x; gleich sind.

Bew:Satz trivialerweise richtig fir n=1, und wir zeigen induktiv die
Richtigkeit fur n=2.

1
#n=2: (5 (x1+X5) )22( [x. x, )2 S X PH2XX, XS = AR IR, © X P-2X1%,1%,°>20 ©

# (x:-%,)?=0 d.h. Beh richtig fur n=2..
Offenbar ist die Beh stets richtig, wenn alle x;=0 sind, und
deshalb sei angenommen, daB A(x;,...x%x,)>0 1ist.
Fir A>0 ist immer Z: A%, =A kxl,...,kxn)zkg;ZS X =AA (X1, o v o X)),
n,o n, o
/Hx G(hxi, o ooy hx) =N [] (x,)=AG (%1, ...x.), G=A, AGSAA
k=1
und deshalb konnen wir o.B.d.A. A(Xl,..J%}=l voraussetzen
(durch A herbeigefihrt) . 7

Falls alle x5=1 sind, 1ist nichts meh;/ﬁu zeigen (A=G=1), und
deshalb sei jetzt angenommen, dass’k#l =
3 x,,=1-0 sowie x,=1+f, mit q, B>O

Wegen 1=——Z: X, © n:Z: xy folgt daraus, mit x;_1=1+ﬁ—a=xmfbg—l,
k=1 T~

~

n-2 n-2 S

v * 0 . . ..
Z xj+xn_l=2 xj+xn_l+xn—l=2 x5-1=n-1 ist (wobel die Summe fUr
j j=1 j=1

n=2 leer ist, also den Wert 0 hat).

1 -2
# A(xn,...xn_z,xn_l’)z—(z X+, ) =—— Z X+, +x,—1) =
n- ; n
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1 (jzzl'xj—l

n-1

)=1

=n*A=n
k5
1

# siehe auch ###

Aus der Induktionshypothese, angewandt auf die Zahlen
n-2
schlieBen wir dann , dab x| x;<1. Es ist aber

Xl,...xn_2,Xn_ n-1

1
j=1

Xp ¥ X =14f-0-af<l+P-a=x woraus die Beh fir n folgt

-1

n n-2 n-2 n
H Xk:Xan—ll_[ Xe<x H %<1 = H %<1 .
k=1 k=1 k=1 k=1

###Das Vorlesungsmanuskript konnte ich nicht vollstdndig verstehen,
#deshalb ein Versuch einer eigenen Formulierung:
# Induktion von n-1 nach n:

# IHyp n_l:An_l (Xl, ---Xn—2/X;_1):l%Gn—l (Xll ---Xn—2lxn_1):

# IS n-1+1:A (X1, ...X,) =1, wegen R,\_&*xn=l+ﬁ—a—a|3<l+[3—a=x'n_ )
n n-2 n-2 N n

# H szxnxn—ll—[ szx;_l H gks:l. = H x<1 = AZG
k=1 k=1 k=1 k=1

Andere Formulierung:
//D1.8.1 (1000) Fur x;,...X,€ER, heiBt//

/) A(xi, .. .xn):l/nZ x; das arithmetische Mittel der Zahlen x;.//
PE
//  Falls alle x;20 sind, heiBt// 1
|

// G(X1,...Xp) =HH x, das geometrische Mittel der Zahlen x;.//
j=1

ARy ovoy X))

//81.8.1 (1000) 'min{x;,.. .xn}S{

<max{ xi,...x.}//
| G(Xyyever X))
//S81.5.6 (715) XFR, x=>-1, né€N, (1+x)?>1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//
. | a, +...+a |
Aquivalente Form a;*..a,<|+—— 1
[
Um Triviales z¢ vermeiden sei a;*..a,>0.

1

|:a1.
I

a*..a,=0.

’

n

S

1

|
[ a, +..a n 2
=
#IH n: A O<o:=—"———""1, O(Zn/l |an = OL“ZH a,=a;*..*a,
e n n=l

- n=l

n=1: a <

~ —

. \ - — . .. . . .
n—n+l:Sei a,,1=&..a, = TIndices konnen beliebig verteilt werden)
\ -

~ -
-

=
#= anaZmax{ Xi,...X:} = a1 Z 6~

51.8.1 -
\/ >
a.,.-a

- 1
X —M > O = l+ (’Z++ l)a _ no+ an+1 _ al + "'an + an+l —
T - - - —
n + 1o o~ 7 m+)a (n+Da 51.5.6
X
n+l1
+ .+ Ty = X a, +..a,+a a
G re- T Zl‘l‘(l’l‘l‘l) (n+1)0{ =14 1 M n+l > n+l
(n+Do o a
— T —_—
1+x X

n+l

al +...t an + an+l

a >
>t 2L =g, T a*..an¥an .
(n+1) o IH
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$1.8.3 (1002) Fur a=0, a#1, n,peN und 1<p<n gilt immer

+ - -
o <PAt0-P_ P gy n-p pa
n n n n

Bew:Folgt aus der AGM Ungleichung, 1/n2 szn/H X5
J=1

j=
angewandt auf die Zahlen xy=a bzw =1, fur 1<j<p bzw p+l1<j=<n

(x1=...%p=8, Xpi1=...X,=1):
p 7 + -
R/aP1m? Sl/n(z a+ Z 1):w
i3 j=p+1 n

1002
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