1.9(1100) Polynome, rationale Funktionen

D1.9.1(1100) Seien neNy, ag,a;,az...,a€eK, z°=1, 0°=1 gegeben, dann heiBt

n
1.)Die Funktion P:K—=K, zpb 2: ayz® ist ein Polynom in z mit
k=0
Koeffizienten ag,a;,az...,a, und Grad n, falls a,#0 (n=grad(P) oder
n=y(P)). Polynome y(P)=0 sind konstant P(z)=c#0, c€C, aber
nicht identisch gleich 0, solche vom Grad n=1 bzw n=2 heilen
lineare bzw quadratische Funktionen.
Die Menge aller Polynome (Variable z) mit Koeffizienten in K wird mit
K[z] bezeichnet, die Teilmenge der Polynome
vom Grade hdchstens gleich n sei K.[z] fir neN,.

Beachte:grad(Q(z))=0 falls Q(z)=a,#0, f:zb Y acz'=0 V z = £=0

k=0
2.)Ein z,€K ist Nullstelle von P: & P(z,) =0, P(z)#0

Wir nennen z, eine Nullstelle m-ter Ordnung, oder Nullstelle der

Vielfachheit m von P, wenn es ein Q€K[z] gibt, so dass

P(z)=(z-2,)"Q(z) V z€eK gilt, und Q(z,) #0.

Bem:Das Polynom x°+1 hat offenbar in R keine Nullstelle, in C dagegen
besitzt es 2 Nullstellen, namlich i und -i. Wir werden spéater
beweisen, daR jedes nicht konstante Polynom mindestens eine
Nullstelle in C besitzt.

3.)Mit Polynomen P,Q: K—K ist die Funktion
P()

Q=)

R: K\[Nullstellen von Q}-K, zb eine rationale Funktion.

Andere Formulierungen:
Sind P,Q€K[z] und ist Q nicht das Nullpolynom, so ist der Quotient
P/Q uUberall dort definiert, wo Q(z)#0 ist. Wir nennen P/Q eine
rationale Funktion und die Menge der z mit Q(z)#0 heiBlt ihr
natirlicher Definitionsbereich. Die Menge der rationalen Funktionen
sei mit K(z) bezeichnet.

4.)P=0 (d.h. P(z)=0 V z€K) heiBlt Nullpolynom mit y(P) :=-o0
Falls alle ay=0 sind folgt P(x)=0 und wir nennen dieses Polynom
das Nullpolynom oder die Nullfunktion.

Bem: y(P*Q)=y(P)+y(Q), falls P=0 oder Q=0 ist y(P)+y(Q)=-o

5.)Sei PeK[x] fur ein neN, und seien xi,...,x,EK v erschiedene
Nullstellen von P der Vielfachheiten my,...,my. Dann sagen wir:

P hat m=2:1m Nullstellen in K (wenn wir entsprechend der

j=1
Vielfachheit zahlen, was normalerweise der Fall ist). Die
Aussage, dass P hochstens n Nullstellen haben kann, ist also zu

interpretieren als Z: my; <n.
j=1
6.) K heiBt algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom #0 eine
Nullstelle hat
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Bem: Jeder Kdrper hat einen Erweiterungskdrper K der algebraisch
abgeschlossen ist.

C ist algebraisch abgeschlossen.

Beachte, dass die Bezeichnung der Unbestimmten v6llig willkiirlich ist. Wir
werden daher im Fall K=C oft C[z] bzw C(z) fir die Menge der Polynome bzw
rationalen Funktionen mit Koeffizienten in C schreiben.

Bem: Yy (P*Q))=y(P)*y(Q)
Y (P+Q))<max{y(P),y(Q)}, (< falls sich die hochsten Glieder aufheben)

Allgemeines
Formale Ausdricke Polynome P€K[z] und Abbildungen
Formaler Ausdruck agta;z+a,z’+...+a,z"

Mit formalen Ausdricken von Polynomen kann man rechnen, z.B. PxQ
Abbildung
¢: f€K[z]H Die Abbildung ab f (a), a€kK,
Klz] = Abbildung(K,K) ???...Im allgemeinen nicht injektiv, aber
P1.9.1 ¢: K[z]»Abbildung(K,K) ist injektiv, falls K unendlich viele
Elemente hat

Bew: Seien f,g€K[z], ¢(f)=0(g), |K|=0 = ¢(f-g)=0 Nullabbildung,

zu zelgen: f-g=0 = f-g hat o viele Nullstellen.

Es gilt aber |{Nullstellen eines Polynoms h} =< grad h, denn sind

Aty A Nullstellen = h(x)=(x-2y) (x-X) ... (x-7,) r(x) = y(h)=n (..0) =
P:I_;;om
f-g=0

S1.9.0 Addition von Polynomen (Gewisse ay,b, kbnnen auch 0 sein)

(Y az")+ (] bz =(artbo) + (a:+b1) z'+. . . (a.tb,) 2",
k=0 k=0

Multiplikation von Polynomen

(Y awzh (Y buz¥)=(actaiz'+...+a,2") (bo+biz'+. . .+b,z") =
k=0 k=0

=
=

aobo+ (albo+aob1) e [ Z ajbk_j] z5+ . 0+ [ Z ajbk_j ] z"
j=0 j=0
Bew: siehe Al.9.2

Bem: Polynomabbildung zkagta;z+...+a,z"
Betrachtung Korper K=F,={0,1}; 1+x=1+x’ in F, wie folgt

X | X 1+x X 1+x?
T 0 0
0 1 1

Addidition und Multiplikation zu Polynomen sind erklart, aber es gibt
z.B. zu x x? kein Inverses, erfillen also nicht alle Kdrperaxiome.
Man spricht von einem Ring, in dem es nicht flir alle Elemente ein
Inverses gibt

Al1.9.1 Gegeben sei ein Polynom f: R—R, f(x):jf cxf mit c,#0.
k=0
Es sei a€R eine Nullstelle von f, d.h. es gelte f(a)=0.

l n
Beweise, dass |a|<F4472§ | cxl .
nlx=p
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c |+l +..|c 1 C
Bew: |a|<1: |aL|<1S| ARACY ‘"‘= ‘Z | Cxl .

c,|+|c | +...|C 1
#‘°| L4 ‘”‘— ‘Z lc,|>1 =2 weiter wie oben

e jal=<1
lal=1: f(a)=0 = cyt+cia+t..coa”*+ca”=0 =

n

n-1
=—co—c1a—...cn_1a“‘1=—2 crak =
k=0

n-1 n-1
lcallal™=]) ca*I<Y lcdla¥| =
k=0 k=0

Cnha

1 o 1
n % _ k .
lcal lal F.SE lcxl la®] ~
lc, Ilal = lc, Ilal

n-1 l n-1

1 < 1 g
lal<— Y ool laleen = D lewl<— 2 el
‘C ‘ ‘Cli‘k:a

N Bt lalzl, x-(n-1)<0 | C_ | =
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Al.9.2

a)Es seien n,meN, ay, ...,a.,bo,...,0,€C mit a,, b,#0. Zeige, dass
fir die Polynome P ( 25 a,z® und Q( 25 byz¥ gilt:
k=0 k=0
P-Q ist ein Polynom vom Grad n+m, genauer:
P ( 25 cyzf¥mit c= ;E' avbu, k=0, .,nh+m, wobei
v+u =k
a,=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.

n+m

—_ n+m
Z Z Z Z - Z O0=v=n+m X Z k . .
Bew:P(z avb. TG, 7 O=u=n+m avbuz*= cyz*= P*Q 1ist ein
k=0 o k=0
v+ u =k
Pol

beachte a,=0 fir v>n,
Summanden als links,

b,=0 fir wu>m. Rechts stehen mehr
aber Summe ist gleich.

Genauere Erlduterung der Umsummation am Bsp n=3, m=2,
m n 0 1 2 3 4 5
5 abs
bs...bs=0
4 aoby aiby
as...as=0
k=1 3 acbs abs asbs
2 aob, aib 2b2\aab2 i
1 acbauby ab:_asb; Xb
0 acbg ~aibg kégbo 4 asbg
N B R

Bei der linken Summe wird iber alle Gitterpunkte im Rechteck

0<v=<n, 0<u<m summiert, wahrend bei der rechten Summe iber alle
Gitterpunkte im Dreieck 0 <v+u <n+m summiert wird. Man beachte,
in den Punkten des Dreiecks ohne das Rechteck (diese Punkte hat

man hinzugenommen) der Wert ab,=0 ist!
k

Bem:c, 1aRt sich auch in der Form cg=2§ avbr-v schreiben.

v=0
n+m a b
a,#0, b,#0 = cmm:Z oy nEm-ov =a,b,#0
v=0 =0 fir v>n =0 fiir n+m-v>m d.h.v<n
(alle Summanden =0 fir v>n). Also grad(PQ)=n+m
#Im Bsp oben n=3, m=2
0 1
#CO=Z avbrv=aobo-o, C1=Z avbrv=aobi-otaibi-1,
v=0 v=0
2
#CZZZ avbrv=aobs-otaib,1tazb,, ..
v=0
5 bs_, bs_, bs_, ay ds

dass

Z — —_— —— — ——
s 5
#C5: - avbk v=3a0 =0 da5>2 +a =0 dad4>2 +a =0da3>2 +a3b5 3+ =0 da 4>3 b 4+ =0da5>3 b5 = a3b2
v

#Im Bsp n=3, m=2: flur k=4 ist
=0 =0 =0
; b b o
_ _ _a — a. _
#0422;0 abry =a, “TP= 4a, #7Pm= tasbytasbit T V=SS be=asbotasbs
¥

Y G >=C"), Hinweis: (1+x)"(1+x)"=

k=0

(1+x)2"
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//81.7.4 (906) a€C ' n,m,kEN,, jEN://
//1.)Ce) +(e,)=C=xr) //

//3.) (=) =(=_.) T o = o Z(2) falls n>m//

2)yn-m!'m-m-n! mn-m!2.,
J j-1

//6.)V a,b,z€C " n€N,: (a+b)” =3, () a'pr =D (1) b *a*
k=0

2n _ _ /1 (n ) /1 (n )
Y CrIxr T (x+1)T=(x+1)"(x+1)" T [ Y S0 11) Skl x))
k=0 Bino min alsatz Bino min alsatz k=0 cy =0 by,
=
A1.9.2
2n k k
Z Gr=C), ¥ 1Y )G v xeC =2 G =) CIC_ DV
k=0 k=0 v=0 St.7.4 =0
k=0,1,.2n =

ko =n

n

)
=) GO f~]=2 >

v=0 s1.7.43)| v

S1.9.1(1103)

Vor:Sei P ein Polynom, Yy (P)=1, n€N,

1.)Ist z,€C eine Nullstelle von P(z), so 3d ein Polynom Q(z) mit
Y (Q)=n-1 sodass gilt P(z)=(z-2z,)Q(z) V zeC

//81.7.2 (903)a,bEC, n€EN,: 2.) a“*l—b”l:(a—b)z akb*//

k=0
Bew: P ( Z a.z, n=1, P(z,)=0, z,€C = P(z)=P(z)-P(z,)=
n n _ n
pu— // 14 pr—
Z aka_Z axzo” o T ax (z"-zo") 2 ar (z'-z,") o
~ ~ a2’ - az)=0 & K /+1/ ~ S1.7.22)

n-1 / e n-1 n-1
Z 0=v<r
) @ T

lvO<l=< 1 l—v__
(z=2z¢ 190y 2720 Y Tt (z-20) Ty Amio z¥Zo V=

(z—2o) Z aiz” (z=20)Q(2)

<
4

( Z ainz'™)=by, v=0,...,v-1,

wobei ba=a,z,"" """ P #£0, da y(P)=
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2.)P(z) hat hdchstens n Nullstellen in C, auRer wenn es das
Nullpolynom ist.
Bem: n, nicht n+l entsprechend 0,1,2,..n
Bew:Ay :P mit y(P+=ne€N, hat héchstens n Nullstellen in C.
n=0: Aw :P(z) =a#0, y(P)=0 #0 Nullstellen
n—n+l:Sei y(P)=n+l
1.Fall P(z)#0 V zeC = A,
2.Fall 3 z,€C P(z)=0 T P(z)=(2-2:)0(z),
I.H y(Q)=n = Q hat héchsteﬁé n Nullstellen
P(z,)=0 © (z,-2,)=0 odar Q(z;)=0 = P(z) hat
hochstens n+l1 Nullstellen.
(An = Apyy wahr)

S1.9.1’ (1104) Fiir ein P( lg'ap&EK (Menge aller Polynome) und

beliebiges x,€K ist P (x+x) 25 b;xd, mit b;= 251[ J ayxo? V 3=0,...n; also

ist P(x+x,) wieder in K[x] und hat den gleichen Grad wie P

k k ) i
Bew:Es ist nach der binomischen Formel (x+x,)*=) < 0xI, ¥V ke N,

4=0 J
also folgt durch Vertauschung der Summationreihenfolge
o,k
n _ n 5 Z a X
Z ay (x+x,) ¥ Z akZ SR S Z e 0 N —Z b;x7,
0 BlnFormel = 0<j<k=n e unabh von k 72
) b

J

und daraus ergibt sich die Behauptung.
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$1.9.1’7 (1105)Sei PeK[x] mit y(P)=n fiir ein neEN. Dann hat jede
Nullstelle x, von P eine eindeutig bestimmte Ordnung m, und m=<n.

//81.9.1(1103) Vor:Sei P einPolynom vom grad n2>1.n€N,//
//Beh:1.)z,EC Nullst von P(z), so d ein Polynom Q(z) mit grad(Q)=n-1/
// sodaBl gilt P(z)=(z-z,)0(z) V zeC//

n k
Bew:Gesucht b, fiir P ( Z Ay X —Z by (xX—-X,) =Z ka C: ) (%) ixI=
k=3
x0) 9= (1 Do, (-x0) ""=h,

(-xo) k- (n-1) — (n— 1 )b )n—l—(n—l)_l_ (n

rr— 1 rr— 1

Db, (=x,) "=

i = by i=a,.i-na, (=Xo) usw

Allg:aj= (; )bj XO ] ]‘I‘ Z ( )bk XO k j_}3 + Z ( )bk Xo)k I =

k=3+1
k=j+1 L,—a
>3

Alle by lassen sich ausrechnen.

Falls x, Nullstelle: o=P(xo):Z by (xo-%0) ¥ = by =

0°=1,0f =0
m mindestens 1 in P( Z by (x—x¢) "= (x—%0) "0 (x)
Nach S1.9.1' kénnen wir P in der Form P( Z by (x-X%X¢) ¥ schreiben,

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten bk—bk(xo)EK. Ist x,

Nullstelle, so ist m=min{k: by#0}>=1, und P(x) 51‘?)1 (x=X0) ™0 (x) mit

Q(x0) #0. Das bedeutet, daBl x¢ Nullstelle der Ordnung m<n ist.

Die Eindeutigkeit der Nullstellenordnung ist leicht zu zeigen.
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S1.9.1’77 (1107) Divisionssatz

Vor:
Beh:
Bew:

Polynome S(z) EO ,P(z) beliebig.
d eindeutig bestimmte Polynome Q(z) und R(z) :P=Q*S+R, Y (R)<y(S).
Q Menge aller Polynome, M:=P-Q S = 3 R: y(R)=min{y (M)}

a Race R
Annahme Yy (R)2y(S) = 3 Q:(z): ——x¥®7Y®, a, ,ay Koeff von S,R =

ancﬂS
+
R; (z) :=R-Q1\S=P—MS, R.EM: y(R)<y(R), da
~~ €0
\\\\\ aRloR
Y (Ry) 1=y ( (aRU+",aRMN€(Z)ym))_ < Zymryw)(a5”+", S s (z)YBS)) )=
i aSiaS
R’(R
y(aRn +. .-I—(ZR“CM (Z)y(R) R_ p Yy (R) -y (S) as)m (Z)y<5))=
S)/(S)
(R) (R)
y(aRo *. '+aRy(R1 (Z)y aRy(R] (Z)y )<Y(R) =

Widerspruch zu Yy (R)=min{y (M)} = y(R)=y(S) falsch = Beh
Eindeutigkeit:
e
——
H(R)<H(S)

Annahme 3 o, p: P=OStp, Y(p)<¥(S) S = (0-0)S=p-R

Y(p-R)I<Y(S).

- - _ _ -
Annahme Q#__Q: y(R—R): y((Q—Q)S): Y(Q‘Q)+Y(S)ZY(S) )/(}é—:”)-;y(s)

Widerspruch = Q=é R= p

Andere Formulierung:

Bew:

K[x] Menge aller Polynome mit Potenzen von Xx.
Sei f,g€eK[x], g#0, dann
1 eindeutig bestimmte g, r€K[x] und f=gg+r, Yy (r)<y(qg)

Existenz
f(x)=aet...+ta.x", g(x)=bet...+bx", an, 70 (£=0 = g=0)
Fall n<m setze r=f und g=0 ...o0k

a
Fall n>m setze qugn—x““m Polynom, setze f;=f-q:g = Y (fi)<y(f)=

Wiederhole bis y kleiner y(g) wird.

Eindeutigkeit
f=qg+r, f’'=q’'g+r’'= r-r’'=q’'g-qg=(q’'-q)g wobei y(r)<y(g) und y(r’)<y(qg)
Y(9)>y(r-r’)=y(q’'-q)+y(g) = y(q’-q)<0 = y(@’'-g)=-c = q’'-gq=0 =

g’=q und r’=r

Bsp:e® f(x)=x"-1, g(x)=x’+2

(x°-1) : (x°+2)=x’-2x Rest 4x-1
- (x°+2x3)
-2x°-1
- (-2x3-4x%)
4x-1
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)
>

R(x)
S(x S(x)
Bsp: Sei P(x)=2x’-3x?, S(x)=x°-3,

®e DP=0*S+R = >=Q(X)+ V xeR, s(x)#0

3 2 _ _
(2x°-3x?) : (x’~3) =2x-3 Rest 6x-9 = %=2x—3+ ox :, x#+1{3 d.h.
X — X —
- (2x3-6x%) P(x)=2x>-3x%=(2x-3) (x?-3) +6x-9=
-3x%+6x Q(x) S (x) +R(x)
- (-3x? +9)
6x -9
5
X+1 _ P(x) (x) R(x)
= . y(P)>y(S) = 3 d R, y(R)<y(S): = 4
Y Sl Y (P) >y ( ): Q un Y (R) <y (S) S(x) Q(x) S(x)
3 3
(x5+1):(x4+x2)=X+_4x—+§, xi-x?=x’ (x’+1) = %ﬂl
— x'—x x*(x°+1)
- (x°+x7)
-x’+1

rrrir _ \ao\+\a,\+...+|a”\
S1.9.1 (1105) |z|=p:=

o & Ix|1=2(2G /a, 1), GER, =
an

|P(z) =2 &
//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 7.)|a+b|>||al-|b||=lal-1bl//

Bew:P(z) :=a,z"+a,..z “*+..+a;z+a,, a,#0 =

1
anZn ( l+bn_1 l +bn_2 — +...bo

) :aang (Z) ’ bn—k::an—k/an .

= Z Z”
Sei PB:=1+|byy|+|bps|+.lbel=1 =
1 1 1 1 5]
h(z) :=|bn—1_+bn—2_2+---b0_ < (|bpr [+ lbaal+lbo ) — =< £ f)r—‘
z z z" lz| |z| 1=1=25
h(z)<p/2p=1/2 =
1 1 1 > 1 1 1
|g(Z) |=|l+bn_1—+bn_2—2+...b0 — 1—|bn_1—+bn_2—2+...bo— |=1—h(2)21/2 =
=z z =" S1.2.17) = = P
|Pl=la.x"g(z) [=1g(z) | |ax"|=(1/2) |ax"| fir
\\an +an-l +an-2 +"'+al +a()
| 2| 22B=p:=2 (14| by |+ bzl +. o =25 =

\ |a\
z|=p " (zI=(2G /la.)Yr = P=1/2*((2G /la.|)V)®

[
Q

P1.9.2 feKJ[z], f£#0, A€K Nullstelle von f =
d geK[z], f(z)=(z-A)Pg(z),Vielfachheit der Nullstelle peN, g(A)#0
Bew: S1.9.1''Y > f(z)=(z-A)g1(z)+r(z)> Yy(r(z))< y(z-A)=1 = r konstant =
O=f(A)=r(A) =2 r=0 = f(z)=(z-A)g:1(2z)

Bsp: (x°-1):(x-1)=x’+x+1 = (x-1) (x*+x+1) = 0

_ (X3_X2)
x*-1
- (x%-x)
x-1
- (x-1)
0
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S1.9.2(1107)Identitatssatz fir Polynome

Vor:Seien Polynome P(z)=2 azk, Q(z)=2 b.z* mit n,meN,, n>=m gegeben. Fiur
k=0
n+l verschiedene Zahlen z:,....,2z.1. €C gelte P

/
(z5)=Q(z3), f=1,2,...,n+l
Beh: m=n und ax=byx V k=0,1,2,...,n, also P(z)=0(

z), Osk/ﬁn

/
//81.9.1(1103) Vor:Sei P einPolynom vom y(P)zl.néNo////

// 2.)P(z) hat max n Nullst in C, auBBer wenn ess das//
// Nullpolynom 1‘st // //
Bew: P ( Z ayz —S\b\kz Falls n>m, dann sei bf=0 V k=m+1,....,n

\

n

P(z)-0(z)=_, (a.-b,)z"\|ist P?ﬁyr\lom mit y(P-Q)<n
k=0 * \‘

P(25)-Q(25)=0, 3=1,...,n+1 = 'P(z)-Q(z)=0 = P(z)=0(z)
Bem: Z Z A= Z Z Avuy Z Z Aw= Z Z avw , l=<u=<v=n

v=m |, v=m , u=m 5 v=m , w=l wu=lv=u

Bem:Sei eine rationale Funktion REK[x]. Nach dem Nullstellensatz kann das
Nennerpolynom von R nur endlich viele Nullstellen haben. Also ist der
nattrliche Definitionsbereich von R gleich K\ T, wobei T eine endliche (evt
sogar leere) Teilmenge von K ist.

n 2n
Bsp: ((1+2)")7=(1+z)#=) Gz, 3 D CGO=CG)
k=0 k=0

\
//A1.9.2 (1101) n,méEN, \\ag,...,an,bg,...,bméc; a,, bn#z0;//

n+m

//P(z)= Z a,z¥ 0(z)= Z\bkz 2 P(z)0(z)=) czb, c= D abu//

k=0 | k=0 v+u =k
//k=0,...,n+m; =0 V k>‘n " be=0 V’k>m7‘/4
//S1.7.4 (906)a€C ' ,m,kENO, ;éN 3.) (n)\sL:_ ) //

((1+z)" Z()zzz()z 2()222\5\()()zw =

\//i - B s i=o A1.9.2
no > ) =0
Z’ 0= =n ()( )Z_Z' Z (). )z polynome gleich =
=0 0=/j=n =0

i+ j=l

\
Koeffizientenvergleich \(”‘ )= Z ( )( ) vV k€{0,1,...,2n}

setze kh2n: ()= 2 D [r] = 2 COTEPID PSR SO Z CHCH

3 i=n+1

Al1.9.3
a) Beweise ({;f‘f )=Z (‘;’ Ix (o ; )
j=0

P q
Los: (1+x)°(14x) %= (1+x) P V x€R " : (1+x)?(1+x)=[Y (D11} 1 Ix4=
j=0 =

pP+q

-3 Z GG D = pep

Koeffizientenvergieich
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b)Beweise V n,meN die Gleichung Z CO«CI=C~+")
k=0

//A1.9.2 (1101)P(z)=) a.z*, Q(z)=) buz"://
k=0 k=0

n+m

J/P(2)-0(z)=) ciz, ci= > abu, k=0,...,ntm, //
k=0

v+u =k

// a=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.//

Bew:P(z)=(1+z)™". Dann gilt P( Z ("*‘)z und

P(z)=(l+z)"(1+z)"=) )zJZ Dz = Z 207 (I CGD=) 2 Z
=0 =0 v =0
J+k =v
G ).
Nach Identitatssatz flr Polynome
G-o=% Goe Sy eX)
Jj=0 3=0

0O fir j>m,n

Al.9.4 (Polynomdivision)Gegeben seien Polynome F und G mit GZ‘!O.
Beweise, dass dann Polynome Q und R mit Y (R)<y(G) existieTren
mit F(x)=Q(x)G(x)+R(x) V x€R. Sind Q und R eindeutig bestimmt?

Hinweis:Es seil Yy (G)=m und Yy (F)=n+l sowie G( Z byx* und
k =0
n+l

=Z ax¥. 0.B.d.A. sei m>0. Fihre eine Induktion nach n

durch. Reduziere hierbei den Grad durch Betrachtung des
a

Polynoms (x)=F(x)—g—+1x““‘mG(x).
Bew: #Vorbetrachtung:
n+1l m
# ( Z a.x*) Z bix¥) = (ap X t+a,xt+.. aox?) @ (byx™+..bex%) =
$—gntlemg usw
bm
n+1l a
#1. Rest: Z akxk—g—”xn*l‘m* (byx™..byx?) =
k =0 m
n+1l a
# Z arxk-a  x*- g—” xXPTmx (b x4 bex0) =
k =0 m
\ k Ane1 +1- -1 0
# Z axf-————x"1m* (b x4+, byx°)
k=0 bm
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F(x)

O0.B.d.A. y(G)>0, sonst G(x) =c#0 = F(x)= ¢ G(x)+ 9
[ — R(x)
=0(x)
A(n): Zu jedem Polynom F vom y(F) =n und G vom Y (G)=m

existieren Polynome Q und R wie oben.
Bew:von A(n) V neEN mit Induktion nach n. Setze m=y(G).

n+l m
Der ,erste“ Rest #bezogen auf (25 a,x*) :(2; bx*) ...hat noch
7/ k =0 k =0
K// #nichts mit Induktion nach n+l1 zu tun
-~ n+l n+l-m v k an"'l n+l-mx m-1 0
g (X)=F (%) =25 xm1076 (x) = ) ax- = x (Dror X" +.0px) =

m k=0 m
grad éﬂ(x)=n<n+l, d.h. es gilt A,

welter Isiehe unten
# nSm—l,:d.h. auch
n=m-1: Es sei y(F)<y(G)=m.
Eetze Q(x)#¥0 und R(x)=F(x) =
[

Yy (R) <m und F (x) =£.i(ﬁ G(x)+R (x)
| =
|

nBn+lkEs gelte A, fur ein neN,. Weiter G(x)zzf byx* mit b,#0
k =v

n+1 -

Iund F(x)=2§ a,x* ein Polynom y<n+1 ////
k=0 -7
[ -
Betrachte o (x)=F (x) -2 n+l-mG‘(;)
r X)=F(x)-—7xXx =
| E b

m

I n m-1
| k n+l a1 n+l-m m k
IZ apX“tanX +b—x (-bpx™- Z byx*) =
|k =0 m k=0

| n a m- 1 n a m-1
n+1l - n+l -
|Z anxk— —n*l o n+l-m Z bkxk: Z’ anxk— Z‘ kak+n+1 m
:k =0 bm k=0 k=0 bm k =0
= ~ =
' - grad (. )<n <=
Ik <m-1:n+1- m<k+n+l- m=<n F IndHyp

iH Polynom mit éé,fi mit é;(x)=éé(x)G(x)+fi(x) und y(fi)<m
I ~ an+1 - -~ an+1 -
v F(x)=F (x)-l—b—xn+l mG(x)=Q (X)G(x)-l-b—x”*1 mG(x)-l—R (x)=

m m

Q) + ab— AT

m

G (x) +R(x)
—

=R(x)

=0(x)
Eindeutigkeit:
Es gelte F(x)=0;(x)G(x)+R; (x)=0;(x)G(x)+R,(x) mit Yy (R;)<m ! grad (R;) <m
= (01 (x) -0z (x)) G (x) =R (x) —Ry (x)
Annahme Q;7Q; = Y ((Q:1(x)-0Q,(x))G(x)=m Widerspruch zu
Y (Ro(x)-Ri (%)) =m-1 = 0, (x) =0:(x) = Ri(x) =R, (x)

1111



Al1.9.5

S(x)=) axf, T(x)=) bux*,  a,#0, b,#0,
k=0 k=0

nt + n
m n m

(S*T) (x)= Z ax¥) Z byx*) Z Z a b x*= Z Z asbyx!, 0<k<m, 0<j<n

k=0 k=0 k=0 j=0 L =0 g+j=

=K+

Hochste Potenz m+n, Y (S*T)=y(S)+y(T).

m _ n /7 n, fallsm <n
(S+T) (x)=)] akxk-l-Z b =} (antb) X+ Y bxt = )/(S+T)={ Jalbym =1

k=0 oBdAm=n 1=, k=m+1

falls aptb,= O...<...y(S+T)§max{y(S),y(T)}
x+a]= (x+a) x+a-D.(x+a-v+])

<m, fallsm =n

o+ X

’

v Vv

1%
Zahler v Faktoren = y(P(x))=Vv

Q(x)=£ [a] [ ic zi- [a’] x(x-Do.x-v+j+1)

=0 J V- /=0 J (V_ ./)'
a)Seien P,Q,0; und R Polynome.
Zeige: (.) Aus P=0Q;0+R mit y(R)<y(Q) folgt y(Q:;)=y(P)-Yy(Q),

auler
(..) wenn y(P)<y(Q) und dann ist Q; das Nullpolynom.
Lés: (*) Y (P)=y (Q:0+R) <max{y(0:Q),R}=max{y(Q:)+ y(Q), Y(R)}
(.)Y(P) >y(Q), Beh. Q, ist nicht Nullpolynom
Bew:Annahme Q; ist Nullpolynom =

Y (P) =y (Q:0+R) <max{y(0:Q),R} QQ:: Y(R) =

Y (P) <y (R)<y(Q) = Widerspruch zur Vor. y(P) >y (Q)
Y (©:0) =y (Q:) +¥ (Q) =2y (Q) 2y (R) =
in (%) glit‘* “eatsoy(P)=y(Q:)+y(Q) =
Y (Q1) =y (P) -y (Q)
(..)Yy(P)<y(Q). Annahme: Q; ist nicht Nullpolynom =

¥ (2:0) =y To) +y (Q) =¥ (Q) >y (R) =

Y (P)=max{y (%) +y (Q), Y (R)}=y(Q:)+y(Q) =y (Q)

Widerspruch zun Vor = Q; Nullpolynom

b) Finde Polynome Q; und R mit x°-2x?=0Q;(x) (x-1) ?2+R(x) V x€R, und

Y (R)<2.
Los: (x°-2x2) : (x2-2x+1)=x342x2+3x+2 Rest x-2 =
(x°-2%2)=(x34+2x2+3x+2) (x-1) 24+ (x-2)
(y (P)=5>y (Q)=3 = y(Q:)=5-2=3),
(x°-2x?)=(apta;x+a,x?+a;x?) (x?-2x+1) +by+bx=. ...

a3X5+ (ax—2as) x*+ (a1—2artas) x°+ (ap—2a:taz) x*+ (-2aetatbr) x+ (a,t+bg)
as=1, a,-2a;=0,a,=2, a,—4+1=0, a;=3, ap,-6+2=2, a,=6, -12+2+b,;=0,
b]_:g, 6‘|‘bo:O, b0:_6)

Al1.9.6 Zeige: Sind P,Qe K, [x], so ist PQe K[x] und es gilt
Y (PQ)=y (P)+y(Q), auch falls eines der Polynome (oder beide)
das Nullpolynom ist (sind)

Al1.9.7 Zeige, daB die Menge K(x) der rationalen Funktionen mit
Koeffizienten in K ein Kdrper ist.
Al1.9.8 Beweise fiur veEN und «a,peC die Identitat

*)Z: C)C: )=(Cr""), Siehe auch Al.9.3.
5=0
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Anleitung: Nimm zundchst a=peN an. Zeige, dass dann P(x)=(:"")

und Q(x)=) C;D)C(:. ) Polynome vom Grad <v sind. Folgere aus Aufgabe

3=0

Polynomdivision, dass P(x)=Q(x) gilt V x€N. Wende dann den

Idenditatssatz fir Polynome an. SchlieBe dann analog, dass die

Gleichung auch fiir aeC gilt.

p+tqg
A%

d
Vo]

//A1.7.9 (910)Zeige fir p,q,VEN, die Formel

:Z[P ].//
j=0 J
//A1.9.3 (1107)Beweise V n,mnk€N die Gleichung 2: COxCI)=C+n)//

k=0

//Bew:P(z)=(1+z)™". ....Nach Identitdtssatz fiir Polynome//
V2N CETD 5 IR CB Y GRS YRR SR DAY
Jj=0 3=0

0O fir j>m,n

Bew: (*)A1.7.9, A1.9.3: 27 CC: I=C:"") VY o,BeN (nicht €C!)

5=0
Zunidchst a=peN.

v Terme

Setze P(x)=C¢" D=+ @a+x-1...0+x-v+l) = Y (P) <v
V!
0(=3 GO D= (IEDETRLEIID oy (0) <v

Es gilt P(x)=Q(x) V xEN_ygqgn (*) .

P(x) und Q(x) stimmen an mehr ais®+1l Stellen Uberein...
Idenditatssatz Polynome = P (x)=Q(x) V xeC=

Y D D=C:""DVY aeN, BeC (**)

=0 T T T =
v o T T e ——

p (x)=G"), 5 )= CIew-#, p (x)zé (x) V x€Nwegen (**).

j=1
Idendititssatz: ; (x)= éé(x) V xeC.

P R R R R e R R R R R R R R R R R e R e R R R R R R R R R R P RP A
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Al1.9.9 Algebraische Zahlen. Eine Zahl § heiBt algebraische Zahl, wenn
E Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist,

wenn also ag, ...,a€Z(a,#0) existieren mit agt+a;&+...+a,&"=0.
Insbesondere ist jede rationale Zahl p/g als Lésung der Gleichung
p-gx=0 #E :ﬂ §==O# eine algebraische Zahl.

Q@ a g
a)Zeige, dass die Menge der Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten abzahlbar ist.
Lo6s:Z.z. M={P(x)=apta,x+...+a,x", neEN, a;€Z:j=1...n} abzidhlbar

* VM= [J = C = n X .
Bew:M= o M= ¢ {P(x)=apta;x+...+a,x", a;€Z:1...n}

(M, Polynome vom Grad{ n)
Beh:M, hochstens abzahlbar = M hdéchstens abzahlbar

Bew:Sei n€EN fest, setze j={0,1,2...,n} endlich und A;=Z#0.

n
A= E A=ZUZU..Z (n+l mal).

i=0
V PEM,, P(x)=apta,;x+...+a,x" a€Z ist durch f:J-A, f(j)=a;
eine Abb definiert und umgekehrt fir f:J-A f(j)€Z ist ein

n

Polynom definiert d.h. Mf=é;z= X Z kart Prod endlich.
j=0

Z hochstens abziahlbar = M, héchstens abzadhlbar

b) Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen abzadhlbar ist.
Los:Z.z. A={E ist algebraische Zahl} ist hochstens abz&hlbar.
Bew:A={E€C:P(§)=0 fir ein PEM} =

E ) 0 £ : _E
et {EeC:P (E)=0 fir ein PEM;}= = As.

Es gilt:PeM,, (y)Pé( n = es gibt max n Nullstellen.
Beh:A, ist hdochstens abzahlbar = A ist hochstens abzadhlbar.

§E€C:p(¢)=0 }, M. abzahlbar = An=pE N
N

A= 6
BeW .An— { IMn b

PeM
n

p —max —# —Elemente

hochstens abzahlbar.
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