S1.9.3 (1150) Cauchy-Schwarz Ungleichung
Vor: n€Ny, ay,b€C, 1<k=<n dann

Beh: | Y adil?< (> laxl?) (D Ibvl?) auch lZakbk|<\/Z]ak\ \/Z
k=l k=l v=l

=1

2

v

//81.6.2 z,€C 1.)(802)|z|l=vVz -2 |lz|l=l-z|=20 V ze€C und |z|=0 < z=0,// //|z]
=lz|=Jzz © lzlI°=|z =22
//(801)Eigenschaften der komplexen Zahlen//

//Fir z,z,,z,€EC gilt : 3.)=z=z, z,Z, =£T~Z;, [EL]:

Bew:Mit Lagrange Identitat Pd

Z lax!?) Z | oy | 2 —IZakbkl —E’ Z lay b, —a,b |2zo. Pl
(3 1209 (3 b —|Zakbk = Z ENE |/krT2 Zakbk (Nab,)
k=l v=l Ve =

2| v=l k=l

(i’avg)(Zbub Zavbv (> &, b,) ‘E'Z (av a, byb, —a/by a, b, )=
v=l w=l v=l w=l

v= u=l

n v n n
E 2, (av ;bub avbv § (av;bua_avbvg E) ‘W‘:
=1 u=l v=l u=v+l,]l<v=u=n >
E > (ava, byb, —abya, b, )= D (a a,bib, -aba, b, )
u=v+lLl=v=u=n v= u=v
da fur v=u=1,2,...z.B a;a, bib, —a;b;a, b, =0!)

nou
n v
§ 2 ; (av a, b.Ubu _avbv a b )+ uzzlé (aV a, b.ubu -
— =
v Vertauscheu mit v

n v
; ; Z (aV ay b!‘bM _a\’b\’ all bM +al-lal-t bV bv _a'libl‘-av bv )=
n v

> > (a b, -ab,) (a, bi-a, by) Z Z lay b, —aub, 122> 0 (dal|?)

v=l u=l

Bem:Es gilt IZakbk|2=(Z Iak|2)(Z 1byl?) &

av b, - aui—o Vou,v mlt l<u<v<n =
3 A€C: a=Ab, Vv=1,...,n oder bi=Aa, V v=1,...,n
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Bew:Aus Lagrangeidentitat

(Z lael?) (3 bl - 1Y aby=Y Y lab, - ab, |? Damit gilt:
= k=1 v=l  u=l

v=l

|Z ab=(Y 1213 b & 3 X =0 =
k=1 v=l v=l W=l =
lay B, = aub, |=0 V v,u:vzu © a, b, - a,b, =0 V v,uiu<v &
3 A€C: a,=Ab, V v=1,...n_oder- EI‘?L’E"C_bZZ"—— V v=1,..,n
M= 3 -FalT Dy, ... b,=0. Wahle A=0 = b,=Aa, V v=1,..,n
2.Fall b, #0 fiir ein v,: Wahle A=a, /b, =
=Ab,V v=1l,..,n denn
. a, b,
(.)a,, b,- ab, =0 = a=—=—=-=1b,, u=l, Vo
. a,b,  __
(..)av b, -2, b, =0 = a~= b” =Ab,, VYV v=vy,..,n
0, fallsb, =..b, =0 b =A%xa Vv

A= a, /E, fallsb, #0 = A a,=i%b Vv

,<=,1.Fall 3 Ae€C: av = Ab, VYV v=1,..,n =
avy b au Abv _)L bu bv:O

2.Fall 3 )LEC bv—)LaV Vv=1,..,n =
ay b, —a,b, .0V u<v
a, b,
f*' bedeutet | | und | | linear abhingig in C=.
a b,

n

(..)Arithmetisches-geometrisches Mittel Ungleichung:
Flir a,b>0 gilt:ab =< (a+tb)/2

S1.9.3" (1151)Cauchy-Schwarz Ungleichung

(> lab,| statt | > ad.l in $1.9.3)

k=1

n . 2 < 2
Vor: n€Ny, ay, bi€R, 1<k=<n Beh:Z IakkaSJkZ_l'a" %bk
k=l ; - "=

_
A B

//81.8.2(1000)%1, ...%X,=20: G(Xq, .. .xp,)"gA(xl, ...X,;) und Gleichheit tritt genau

// dann ein, wenn alle x; gleioh"sind //
Bew:A=0 = a,=0 V keN, BO=>ka V kéeN= A,B>0

ox:=lax| /A, Px: _lbk|/B = Zakﬁk_z Nalpl 51“222

1

fi_l§ o1
2% ak+22

k=1

m

k=l

11
— — : = o < l
55 Z_ P
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S1.9.4(1152) Cauchy Produkt

Es seien Polynome P(z)=2§ ayz¥ mit a,#0 und Q(z)=2§ byz" mit b,#0
_ v =0
n+m

gegeben. Dann ist (P*Q) (z) ein Polynom vom grad(P*Q)=n+m mit (P*Q) =2§

k

cyz¥ mit Koeffizienten ck=2 avbk_v=2 bvay.y, 1 <k <n+m, wobeil wir a,=b,=0
v =0 v =0

setzen, wo die Koeffizienten nicht definiert waren.

n+m n+m

Bew:P(z Z avby z\,+u Z z¥ avb,= Z Z avbiy .

v, u =0 k=0

(5 -3 3

\uO v u =0

\+u =k

Al1.9.9 (Minkowski-Ungleichung) Zeige, dass fiir
A1y . .,an,bl, e .oy bn€C gllt:

Jf a + b, ZSJE 3, |2+Jf b, [
k=1 k= =

. \ <
Bew:Es gilt ) |axtbyl <Z |ak+bk||ak|+2 | axtby| [kl =

k=1 CauchySchwarz

\/Eak+b \/Zak|+\/2a+b \/me:
k=1 k k=1
ZW% +bJ?
k=1

Sk b,
k=1

n 2: n . n 2:

J i, sza»bkrjzwawm

k=1 k=1 k=1

\/Z a, +b, ZS\/Z a, |2+\/2 b, ' Beh, wenn
k=1 k=1 k=1

Z\ak+bkf>0 (Bei =0 Beh offensichtlich)
k=1

(1152) Interpolation mit Polynomen

In diesem Abschnitt seien n+l verschiedene Zahlen X, ...x,€K

(die Stltzstellen) und ebenso viele (nicht unbedingt verschiedene) Werte
Pos - - .p.€K fest gegeben. Unter dem Problem der Polynominterpolation
versteht man die Aufgabe, ein Polynom moéglichst kleinen Grades zu finden,
welches an den Stellen x; die gegebenen Werte py annimmt.

P(xy)=0(xy), 0=<k=<n, Eindeutigkeit klar.

bk-kbkz

P(x)=) a;x), P(xy)=py, k=0,...,n

% -
Ly (%)= —— (Pol nten Grades)
v=0,v#k Xk - X\r
Li (%) =1, Ly(x.)=0, u#k, 1 Faktor 0 fir u=k
a 5 L, ()
P(x)= < Pxlx (X)) = P(Xu):é; PxLlyx (Xu) =Pu =1
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S1.9.5(1153) Hauptsatz der Polynominterpolation
Zu n+l verschiedenen Stitzstellen X;,...X, und beliebigen
Werten pg, ...p. gibt es genau ein PeK,[x] mit P(xy)=py, fur
0 <k <n.
neoX- X,
Bew:Setze Ly (xX)= II ——, 0<k<n. Dann ist offenbar L.eK,[x]
J=0 gk Xg T X

d L S folgt, daB P( Z L
un i (Xy) =0yy= 0K % v araus folgt, da PrLy (

ein Polynom mit den gewiinschten Eigenschaften 1st. Die
Eindeutigkeit folgt mit Identitdtssatz S1.9.2.

D1.9.2(1153) Die Formel P ( 25 pxly (x) heiRt Lagrange Darstellung

des Interpolationspolynoms. Sle ist fir die konkrete Berechnung weniger
geeignet als die im Folgenden behandelte Newtonsche Darstellung.

D1.9.3(1153) Interpolationspolynom Newtonsche Darstellung
Losung
N (x)=apta; (Xx—Xg) ta, (Xx—Xp) (X—X1) +...ta, (Xx—%X1) .. (X=Xp1) ,

vi=N(x,) VY 0<k<n 2

xy, - %, =0

Yo=a
Yi= a0+a1( 1—Xo)
Yo=aotar (X2—-Xg) +a; (X,—Xg) (X2—X1)

Vn=aota: (X,—Xp) Tas (Xp—Xg) (Xp—%X1) +....
+an (Xn=X0) (Xn=X1) o oo (Xn—Xno1)

Al1.9.10 Seien xy und pyx wie oben, und sei P das zughOrige
Interpolationspolynom. Zeige: Es gibt eindeutig bestimmte

Zahlen b,eK so, daR fiur alle x€K gilt P( 2: bkrl (x-x%5),

k=0
wobei die iUbliche Konvention zu beachten ist, daB ein
leeres Produkt den Wert 1 haben soll. Diskutiere
insbesondere, wieweit si&h die by (nicht) &andern, wenn man
eine weitere Stitzstelle ‘hinzunimmt. Diese Darstellung
heiBt Newtonsche Darstellﬁng des Interpolationspolynoms.

Loésung: ¥
00 k-1 0-1
=3 bl ) =oo] T o) =g
=0 3=0 j=0
P, - P
P1=P (x1) =bo+b; (x1-%y) = ————=Db,
X, - X,

1
w-1 w-1

bPu= Z ka buH Xu~
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Al1.9.11 Berechne das Interpolationspolynom zu den Daten
x0=0, x;=-1, x,=2, sowie po=1, p:=2, p.=1.
LOs:P (X)=byt+b; (x—-x¢) +bs (x—X) (X—-X%1)
0-0
Po=P (xX¢) =P (0) =1=bg+b; (+ = )+b,*0 = by=1
0

Lip (22-9) 40, (-1-0) (-1- (1)) = 2=1-b, = b,=-1

[
bC‘ X X

p,=1=P(2)=1-(2-0)b,(2-0) (2-(-1)) = 1=-1+6b,,b,=1/3

p:=P (x:) =P (-1)=2=

Al.9.12 Finde das Interpolationspolynom vom Grade <3 zu den
Stitzstellen x,=0, x,=1, x,=-1, x3=2 und den Werten P,=P,=0,
P2:P3:l

" 1 1

LOS:P(x)=aﬁfhx+a2x2+a3x3=—ng+——x2

ao+a10+a20+a30=0 = ao=0
= a1X+a2X2+a3X3

a;+a,+as=0 2a,=1, a,=1/2, a;+1/2+as=0

—-a;tas—as=1 2a,+2+8as=1
2a;+4a,+8a5=1 2a:+1+2a5=0
a;=—1/2+1/6=-1/3 1+6as=1, as=0

Andere Formulierung

3
P(x)=) pilx(x)
k=0

X = X - O -1 -2 3 _ 2
L, (x) =[] (= ) (x ) (% ) _x - 3%+ 2x
i X, T X (-1-0¢E1-1(¢1-2 -0
X - X 3
L3(X)= J_X X
3=3 X3 7%y 6
3 _ 2 3 _
P(X)=X 3x +2X_|_ X x:lxz_lx
-6 0 2 2

Al1.9.13 Bestimme die Nullstellen der Polynome P (x)
als Elemente von R[x] bzw C[x]:

a)P (x)=x*-2x3-5x2+6x

Los:Nullstellen bei 0 und 1....=x(x-1) (x?2-x-0)=
x(x-1) (x-3) (x+2)
4 reelle Nullstellen. Gleiche Nullstellen in C[x].

b)P(x)=x"-3x34+3x2+x-6

Los:.Nullstellen -1,2. .=(x+1) (x-2) (x2-2x+3)=
(x+1) (x-2) (x-1)242...2reelle Nullstellen, in C 2 weitere
komplexe Nullstellen. xLzzg_Eiilai—ézl+i\ﬁ§, 1-i./2
2
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S1.9.6(1155) Wurzelfunktion
V neN bildet die Abb xPx" das Intervall [0,o) bijektiv auf sich

selbst ab < 4 g/;=xi

// 81.3.1 5.)(501)5) x>0 ' A~={a>0:a°<x}. //

// Falls C=sup A, existiert, dann gilt G=x.//

//81.3.2 (513)Vor:Sei x=>0,x€R. Beh:3J genau ein y:+/x €R mit y=>0 und v’=x//

Bew:Injektiv aus Monotonie.Surjektiv? Nimmt Fkt jeden Wert an?
Fir n=1 ist nichts zu zeigen, deshalb sei jetzt n=2 angenommen.
Injektiv: Da wir schon gezeigt haben, daB die Abb streng monoton
wachsend ist, folgt sofort die Injektivitat.
Surjektiv:Um die Surjektivitat zu zeigen, sei ein y,€[0,®) gegeben.
Wegen 0°=0 kénnen wir annehmen, daB y>0 ist. Die Menge M={x:x" <y,} ist
sicher nicht leer und nach oben beschrankt ( entweder durch 1 oder vyy).
Aus dem Vollstandigkeitsaxiom schlieRen wir, dass M ein Supre@gm Xo

besitzt, und wir wollen x =y, zeigen. Dazu sei é?>0(kleiq)/gégeben.

Methode: x_ kann nicht kleiner und nicht grdber als/%réein.

~

1. x- kann nicht kleiner als y, sein: 7
Es muB (Xt & )">ye sein , denn sonst ware %, keine obere Schranke fir
M. Aber wir haben fir € <1: ////
-~ - -~
n n A// />1< n n n
1’1= n n-m m jo™ n-m — n n—m=
(xo+ &) XO-I'Z mXO E" =x o+ Tm X £ xO-I-EZ mxo
m =1 // m =1 m =1
7 ” ///
n n- - I —
xg+€& (25 X oF=xg )=
m=0 n/l//

XD+ E [ (x41)-x0 ).

Ware jetzt x; <y,, so kénnten wir & so klein wahlen, daB

auch (x¢+ &)<y, ware, was nicht sein kann = (x+ &))"=y
2. x7 kann nicht groéBer als y, sein:

Andererseits ist nach

S1.5.6 (713) x€R, x=>-1, n€EN, (1+x)">1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=l

(20— €)= x2 (1-né€ /x0)" =
S1.5.6

Daraus sehen wir , dass bei Annahme von x>y, ein &>0 existieren
wlirde, fir welches (xo- & )">y, ware, was der Tatsache widerspricht,dass
xo kleinste obere Schranke fur M ist. Deshalb ist in der Tat xj=y;,.

X2 (1-n € /Xo)=x-né€x. *.

1155



Andere Formulierung:
# xP=a [0,0)—>[0, o) V peN hat genau eine Ld&sung x=al/P=%§/5 ?O.
//D1.2.1 (400) (K,+,*) angeordnet: < 4 auf K. R:=<,Anordnungsaxiome://

// (03) a<b und 0<c = a*c < b*c //
//81.5.6 (715) x€ER, x>-1, né€N, (1+x)*>1+nx, = < x=0 oder n=0 oder n=1//

//S1.7.4 (906) 6.)V a,b,z€ C ' né€N,: (a+b)” =3, () a'br*= 3" (1) b*a*//
k=0 k=0

#Bew: a<b ' a>0 = a*a < b*a<b*b = a<b"
\\\ D1.2.1(03) ’]n’dz_d{ri()n
# n=1: x'=3=all=i/a=a -7 \
# n>1: M:=iy€R—l—y§‘O‘yza} M#@, da OEM|und beschrankt wie folgt.
# yng<l+pa3__5———"”"(—1: a )P = y<l+a = M b\eschrankt = 3 E:=sup M.
___________ 1.5.6 >0>- 1
— = » P
# Ann E<a: (E+1/n)° = e+ (e Li (g )g‘” LA P IRRLS
\ S1.7.4 n | 4 1 n
\
# §P+§{\ , o= e (g deezy () DEs0,
n
\ |
# §p+a<\\‘v’ > : <a-§/’ |'
—<a.V n=n,, —
n \\:\\ o’ I/ZO 4“6_/ “
~~ o g . \
# E+1/n>E " NE+l/n)><a = Wlderspruch zu E&:=sup M
1 1 ! 1 1
# Er>a:  (E-—)r=Ep( —)p Z EP(1-—-—), Ifalls —-——>-1 = —<E.
n n& 5156 ¢ | ng 43
"7 E(EP -
# EP(1- (_)>‘c‘1"v’ n>no, —<M-:n
ni ne < pEr |
- &P cr cepP
4 (aus p 4  pya & b Fra 1 SE ),
n& & n& P ng E? n p&E?
L1 v . | o
# Fur —<E —<1n ist 0<g-—<E " Y(E-—)P>a
7 b7 n ! n
1 1 e 1
# 0<E-—<E = I yoM: yo>E-— = 0B (E-—)>a = yEM =
n n ‘ n
Widerspruch zu y,EM =
# EP=a = xP=a [0,w)—[0, ©) V peEN hat genau eine Losung x=a'/’=%/a >0

1,
#Bem:1.)Aus Umkehrfunktion: (al/?)P=(§/a)°"= P =al=a

[
# 2.)a,b>0, r=£ ,s=" €Q:
q n
r r r
a _ a a
a.)a'a*=a® b) =a'™™® c¢) (a’)%= a*® d) a'b*=(ab)* e) =|=
pe p b
P P — e
Bew:d) x= = : x9=gP I=pP = xI*y9= (xv) 9= (ab)P
) aq P YT pd oo r Y y*=(xy)*=(ab)® —
S S =ab'=xy=(ab) - =(ab)"*
5/ bé,’ y q
r. L pm+lg - 1 =
a) X=ar+s= q+m — 7{]”7 quzapm+lq=apmalq =2 xX= ( (apm) (alq) ) am o
a a S1.9.6 S1.9.6 d

r+s

1 pm Iq P L

1
((a) qm (alq) ) gn “d gm & gm T=a
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#81.9.7(1157) a,beR, a,b>0 reQ. (.) r>0, a<b & a'<b*
(..) r<0, a<b & a>b"

//(RR<) (400) 7.)0<a<b = 0<% <% //

#Bew: (.) p,9€N, a<b & aYb? e af/ipr/d,
# (..) r<0, -r>0: a<b & a kb~ R;?7)af>br (“Grobform”)
<7/.

#81.9.8(1157) a€eR, a>0, r,s€eQ, r<s: a<ka®e a>1, a™>a®e a<l.

\

#¥Bew: s-r>0, 1°7=1. a>1 & a1 Y a<l & a1l =
$1.9.7 $1.9.7

S S

a a
# a>l ® —>1 o a™>a* Voa<kl e — <1 & a%<a"
a a

D1.9.4(1157)
(.) Sei eine natlrliche Zahl n=2 gegeben. Nach
Vorstehendem schliefen wir, dass die Umkehrfunktion wvon
xa x" auf [0, o) definiert ist. Wir nennen sie die nte

1 _
Wurzelfunktion und schreiben auch xgzzﬁx fir die nte Wurzel

einer Zahl x=0. Diese Definition stimmt fir n=2 mit der
friheren Quadratwurzel iberein.

— 1
#(..)a>0, r=p/qgq, p,qeN, arr=%ap, a’ti=—
VaP
Bem: 1.) Def (..) eindeutig, d.h. a® dndert seinen Wert nicht, wenn r=p/qg
durch Erweitern oder Kirzen zu anderen natiirlichen Zahlen

ibergeht

Al1.10.9 Zeige, dass die Umkehrfunktion einer streng monoton
wachsenden Funktion ebenfalls streng monoton wachsend ist,

Al1.10.10 Finde heraus, fir welche ne€N die Abb xa x" auf ganz R

bijektiv ist, sodass sich die nte Wurzelfunktion auch fir
negative x definieren lasst.
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