1(300) Axiomatische Einfihrung der reellen und
komplexen Zahlen

1.1(300) Gruppen und Korper

Zahlen Einfihrungsgrund
l.)natlrliche Zahlen Abzahlung
N:={1,2,3,...]

No:={0,1,2,3,...]

2.)ganze Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Z:=Nu{0jUu{-1.-2.-3...} x+n=m mit n,m €N.
=NU{0JU{-n|neN} Menge der ganzen Zahlen
3.)rationale Zahlen Losen von Gleichungen der Form
Q:=F)pezlq€N} x'n=m mit n,meZx.
q

Menge der rationalen Zahlen

4.)reelle Zahlen R Losen geometr. Aufg.
2n Einheitskreisumf
Grenzwerte von Zahlenfolgen
aus Q. x*=2

5.)komplexe Zahlen Losen quadrat.Gleichungen
x%+1=0

Im Folgenden werden 2 unterschiedliche Verknlpfungen &, ® definiert die
nicht mit den aus dem blirgerlichen Rechnen bekannten Plus + und Mal *
identisch sein miissen, aber wie aus den Rechenregeln dann ersichtlich sein
wird, identisch sein koénnen. Da es sich jedoch meist um die Verknipfungen
+,* handelt, erscheinen in der Regel spater nur diese im weiteren Text.
Sollten andere Verknipfungen gemeint sein, werden wieder &, ® verwendet. O
und 1 sind zunadchst auch nicht bekannt, deshalb erscheinen, um auch
Verwechslungen aus alter Gewohnheit zu vermeiden, die Zeichen 0 und 1 mit
evt anderer Bedeutung. In Formeln ist mir nicht bekannt, wie in meinem
Textbearbeitungsprogramm die Symbole gestaltet werden kdnnen. Aus dem
Zusammenhang sollte jedoch ersichtlich sein, was gemeint ist. Anderungen
erfolgen spater.
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Mengen und Verknipfungen

D1.1.1 Eine Verknipfung ordnet durch eine Vorschrift Elementen einer
Menge Element (e) einer Menge zu. Dadurch entsteht ein
Verknipfungsgebilde.

Verkniipfungsgebilde auf einer Menge:
® Menge M, mit einer auf ihr definierten VerkniUpfung. Symbol: o
e M#0Q
® a,beM wird aecb €M zugeordnet.
Abbildung w, die 2 Elementen aus M ein Element von M zuordnet,
Schreibweise (M, w)

D1.1.2
a)Kommutatives Verknlpfungsgebilde
V a,beM gilt aeob = bea <
(M, ©° ) heiBt kommutatives Verknlipfungsgebilde
b) Assoziatives Verknupfungsgebilde
V a,beEM gilt (aob)oc = ao(boc) &
(M, ©° ) heiBt assoziatives Verknipfungsgebilde

c)Verknipfungsgebildemit Existenz von neutralen Elementen
Vor: neM, (M, o )
Aussage: n heiBlt neutrales Element in (M, ° )&
V aeM gilt a ° n=n ©° a=a
d) Verknlipfungsgebilde mit Existenz von inversen Elementen
Vor: a,n€eM, (M, ° ), (n neutrales Element)
Aussage: In (M, © ) heiBt a’€M inverses Element von a <
a °o a’'=a’ ° a=n ,

/
/

D1.1.3 (301)Eine Gruppe ist eiﬁe Menge G mit Verknipfung o
z.B +, * usw G °© G—G, (a,b)—a ° b, sodass folgende Axiome V a,b,c€G
erfillt sind
a) Assoziativgesetz (a © b) ©° c=a ° (b ° )
b) I neutrales Element e€G, a ° e=a
c) V aeG 3 Inverses Element a’'€G: a © a’'=e
Bem: Man sagt G ist abgeschlossen, da alle Elemente und Ergebnisse in G

L1.1.1 (302)Sei G Gruppe

a) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt
b) Es gilt e © a=a ° e=a V a€G

Cc) Zu gegebenem a€G ist das Inverse eindeutig bestimmt
d) Es gilt a” © a=e (nicht nur a ° a’'=e)

b) ea=(aa’)a=a(a’a)=ae=a

a) Sei € ein weiteres neutrales Element zu e = eé€ =e
c) Sei d@ eine weiter Inverse zu a =

d=eced=(a’a)d=a’ (ad)=a’e=a’
Schreibweise: a'= Inverse zu a

L1.1.2 (302) (a!)'=a, (ab)'=bra?, ax=ay = x=y, da a '‘ax=da 'ay

e e
D1.1.4 (302) HEG heiBt Untergruppe, falls H mit der Verknipfung von G
selbst eine Gruppe ist.

L1.1.3 (302) H Untergruppe von G
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a) Das neutrale Element von H ist das von G

D1.1.5 (303) Gruppe G heiRlt abelsch,
falls G Gruppe und ab=ba V a,beG

D1.1.6 Menge My#@ ist Halbgruppe <
e (M;, ° ) abgeschlossen
ee FEs gilt das Assoziativgesetz (a ©°© b)o o c=a © (b ° ¢) V a,b,ceM
Bem: Jede Gruppe ist eine Halbgruppe

D1.1.7 Menge Mz#©@ mit 2 Verknipfungen &,® ist ein Ring (Mz, ®,Q) <
Es gilt e (M, ®) ist abelsche Gruppe
e (M;,®) ist Halbgruppe
®ee s gelten die Distributivgesetze
a® (béc)=a®b+a®c
(a®b) ®c= a®c+b®c V a,b,cEM:.

D1.1.8(303) Eine Menge mit mindestens 2 Elementen heiBt Korper K
(K,®,®): © 3 2 Abbildungen (2stellige Verkniipfungen)
®: KxkK—»K und ©®: KxK—K welche folgenden Axiomen geniugen:

‘A1) Assoziativgesetz fiur Assoziativgesetz fur &:
(a®b) ®c= ad® (bdc) V a,b,cekK,
(A2) Existenz des @ neutralen Elements bzgl &:
d genau ein Element 0€K mit a®0= a V a€K
(A3) Existenz eines Inverselements bzgl &:
V aeK 3 genau ein -aeK mt a® (-a)=0
(A4) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b = b®a V a,beK
(M1) Assoziativgesetz fiir ®: a® (b®c)=(a®b)®c V a,b,ceK
(M2) Existenz des bzgl ® neutralen Elements Eins:
3 genau ein Element 1€K mit 1#0 und a® 1=a V aeK
(M3) Existenz des bzgl ® inversen Elements
V a€eK\[0}, 3 genau ein Element a'eéK mit a®a '=1
(M4) Kommutativgesetz bzgl ®: a®b=b®a V a,beK
(D) Distributivgesetz fir & und ®: a® (b®c)=(a®b) ® (a®c)

Andere Formulierung:
Ein Korper ist: Eine Menge K mit 2 Verknipfungen &, ®: KxK—K,
so dass: 1. (K,®) ist eine abelsche Gruppe
das neutrale Element heiBlt 0=0x
2. (Ke=K\{0},®) ist eine abelsche Gruppe
3. Es gilt das Distributivgesetz
a® (b®&c)=a®b®a®c
Das neutrale Element von (K®,®) wird 1=1x genannt.

Beachte, dass das Ergebnis von @® oder ® per Definition wieder zu K gehdéren
muss. Wir sagen auch: ein Korper ist immer abgeschlossen bezgl & und ®.
Sind die beiden Abbildungen Addition bzw Multiplikation, dann sind die
Elemente des Korpers Zahlen. Jeder derartige Korper K enthidlt mindestens 2
Zahlen, nadmlich O und 1 und es gibt einen Kdérper, der genau aus diesen
Zahlen besteht:

Bem:1.) (Al), (A2), (A3) bedeutet bzgl @®: (K,®) ist Gruppe,
die wegen (A4) Abel’sch ist.
(M1), (M2) ,M3) bedeuten, (K\{0],®) ist Gruppe,
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die wegen (M4) Abel’sch ist
2.)LaBt man in (A2) die Eindeutigkeit von 0 weg, so
folgt diese aus (A4):
3.)LaBt man in (A3) die Eindeutigkeit von -a weg, so folgt diese
aus (Al), (A2), (Ad):
4.)Analog folgt in (M2) die Eindeutigkeit der O mit (M4)und in
(M3) folgt die Eindeutigkeit von a ' fiir a#0 auch aus den
anderen Axiomen (M1l), (M2), (M4d) statt &—®

Konventionen:a®b®c®d: = (a®b) ® (c®d) a-b:= a® (-b)
-a-b:=(-a)® (-b) %:= %: =a:b :=a®b ' ,b#0
b ':= inverses Element von b
zu (M3):Sei (a,a)€eKxK\{ (0, 0)]
Ansatz: (al, az) (bl,bz) (a1®b1 a2®b2, a1®b2®a2®b ) ( 1,0) g
ab, - ab, =1 a, - 3,
unbekannt b, b, ® b= — T, b= 5 ——
a,b, +ab =0 a; +a, (@, +a,) #0

5.)Ein Korper hat mindestens die Elemente 0 und 1

(309) Abgeleitete Rechenregeln (RR) in K:
Sei K ein Koérper. Dann gilt V a,b,c
1.) 0#1
1.)a®0=0 ®a=a, a® (-a)=(-a)®a=0 vV aeK
a® 1= 1®a=a V a€K, a®a '=a '®a V a#0
2.)V a,beK 3 genau ein x€K: a®x=b mit x=b-a

3.)(.) —-(-a)=a (..)-(a®b)=-a-b -0=0

IS

)V a,beK, a#0. 3 genau ein xeK: a®x=b
némlich x=a '®b=b®a '=b/a

5.)@"h*t=a, (a®b)'=a'®b ' V a,beK, a,b#0
6.)a®b=0 & a=0 oder b=0. Speziell = a '#0 V a#0
7.) (- 1)®a—-a - (a®b)=(-a) ®b =a® (-b)
8.)® a(b-c)=ab+ac, eeac=ab, a#0 = c=b
9) (-a)® (-b)=a®b
Bew: (-a) ® (-b) 5(( - 1)®a) (( - 1)®b) (Mljm) (-1)®((-1)®(a®b))7ﬁ
(- 1)® (- (a®b))=-(-(a®b) ) =a®b

10)LeC - 289900¢ v oy o deK, b,d#0

b d b8 d

Ab jetzt konnen die Zeichen + und * verwendet, wobei es sich nicht
unbedingt um die Zeichen des ,blrgerlichen“ Rechnens handeln muB. Die
Axiome und Rechenregeln treffen aber zu, deshalb ist es auch richtig, wenn
die bekannten Verkniipfungszeichen verwendet werden. * wird/wurde haufig
auch weggelassen, wenn der Sinn aus dem Zusammenhang ersichtlich ist.

D1.1.9 Die Charakteristik von Korper K
char (K)=das kleinste m&N mit 1+1+..+1=0 falls es dieses m gibt.

| ——
mmal

Falls es dieses m nicht gibt, gelte char (K)=0
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S1.1.1 char (Fy=Zp)=P (P eine Primzahl)

1.2(400) Die Anordnungsaxiome
Axiomatische Beschreibung einer linearen Anordnung aller Elemente
eines Korpers

D1.2.1(400) Ein Korper (K,+,*) heiBt angeordnet: < Auf K existiert eine
Anordnungsrelation R:=<(,kleiner"“), die folgende Eigenschaften
(Anordnungsaxiome) erfiillt:

(01)V a,beK gilt genau eine der folgenden Eigenschaften:
a<b oder b<a oder a=b (Trichotonie)
V a,beK ((a,b))€E< oder (b,a)E< oder a=Db)
(02)Aus a<b und b<c = a<c (Transitivitat) V a,b,ceK
(a,b)e< und (b,c)e< = (a,c)e<
(03)a<b = a+c < b+c V ceK
a<b und 0<c = a*c < b*c (Monotonie)
(a,b)€E<, (a+c, bt+tc)e< V ceK
(a,b)E< und (0,c)eE< = (a*c,b*c)e< c KxK=K?

Bezeichnungen, Sprechweisen a,beK

angeordneter Koérper: (K, +,*,<), <c KxK=K?

kleiner b: & a<b,

groBer b: & b<a bzw a>b

ist positiv(negativ): & 0<a bzw a>0 (a<0 bzw 0>a)
ist kleiner oder gleich b: < a<b oder a=b, (a<b,b=a)
ist groBer oder gleich b: < a>b oder a=b, (a=b)

ist nicht negativ: & a=0 0=<a

0o Y e X

Andere Formulierung (siehe auch Al.2.5. b). Besser erst nach Al.2.5
genauer lesen. K, ist fiir Ldsung Al.2.5 wichtig):
Ein Korper K heiBt geordnet wenn es eine Teilmenge K, gibt,welche
folgende Eigenschaften besitzt:

(01*)V aeK gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a€K, oder -a€eK, oder a=0

(02*)V aeK,:a+bekK,

(03*)V a,beK.,:abekK,
Die Menge K, heiBt auch postitiver Kegel von K und jedes a€K, heiBt
positiv. Ist -a€K,, so heiBt a negativ. Wir kénnen also die Axiome (01)-
((03) wie folgt in Worte fassen: Ein beliebiges a€K ist entweder positiv
oder negativ oder =0, und Summe und Produkt von positiven Zahlen sind
wieder positiv. Weiter setzten wir noch:
a<b < b>a & b-acK, a<b © b>a ©@a=b oder a<b
Mit diesen Bezeichnungen folgt direkt aus (01*), angewandt auf b-a:
V a,beK gilt genau eine der drei Aussagen a<b oder a>b oder a=b
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400) Abgeleitete Rechenregeln in einem angeordneten Kdrper (RR<)

a>b & -a<-b, speziell a>0 & -a<0
(.)a,b>0 d.h. a>0 und b>0 = ab>0
(..)a>0,b<0 = abxo0,
(...) a<0 und b<0 = ab>0

4.)a#0 = a’:=a-a>0, speziell 1>0,-1<0
5.)a>0 © a'>0
6.)a<b und c<0 = ac>bc
7.)0<a<b = O<J;<l—

b a
8.)a=b genau dann, wenn a<b und b=<a
Andere Formulierung:

a<b und b=<a = a=b oder (a<b und a>b) nicht mdéglich wegen (01)

9.)a<b = 3T ce(K,<) (z.B. c=(a+b)/2, 2:=1+1) mit a<c<b =
V A€K mit 0<A<1l gilt a < ar+(1-AM)b < b

D1.2.2(405) sei K=(K,+, ",<) ein angeordneter Kdrper und TcK, T#Q.
Ein Element m €T heiBt das Maximum von T (m =maxT):e V teT gilt
t<m
Ein Element m €T heiBt das Minimum von T (m=minT):eV teT gilt
m <t

1.)Zu TcK, T#©@ muB kein maxT bzw minT existieren

2.)Sei T,cT,cK und 3 m ;=maxT;, i=1,2 = m:1<m.

3.)Wenn fir TcK, T#© maxT oder minT existiert, so ist
dieses eindeutig.

Bem:

D1.2.3(407) Sei K angeordneter Korper und a€K dann heiBt
a fallsa=0
-afallsa<oO
Bem:1.)Offensichtlich existiert das max wie angegeben
2.)Fir a,b€eK heiBt d=|a-b| der Abstand von a und b

lal:= max{a,—a}={ der Absolutbetrag von a

S$1.2.1(407) Vor: K sei angeordneter Kdrper und a,beK
L] Beh:1.) |al=]|-a]

L 2.)]al=0 und |a|=0 & a=0

° 3.) labl=lallbl

o 4.) (.)b#0 = =a=|a|'|b|‘1 speziell (..)|b*t|=|b|™*
. . 5 o) , Sp ..

L] 5.)a=0 © |a|<& VE&E€eK mit € >0

o 6.) latb|<lal|+|b| (Dreiecksungleichung)

L 7.) latbl=]lal-Ibl|=lal-|b]|

o 8.) Il lal-Ibl[=laxb|=|al|+]|Db]|

Linke Ungleichung heiBt Dreiecksungleichung nach unten.

405



D1.2.4(412) Fir a€R heiBt
0

0 das Vorzeichen oder das Signum von a und
0

\%

1 fira

sgn a=1i0 fira

A

-1 flir a

afgras0

lal=a( sgn a= _afsra<0

der Betrag von a

S1.2.2(412) V a,beR gilt
l.)a=b & Jal|=|b|] und sgn a=sgn b
2.)sgn(ab)=(sgn a) (sgn b), labl=lallb]
3.)b#0 = (sgn a)/(sgn b)=sgn(a/b), |a/bl=lal/|b]

1.3(500) Das Vollstandigkeitsaxiom und die Definition der
reellen Zahlen

Alle bisherigen Uberlegungen gelten z.B auch fiir den Kérper der rationalen
Zahlen.

D1.3.1(500) Sei (K,<) angeordneter Korper TcK, T#®
1.)Ein Element s€K (s€K) (s, s missen nicht zu T gehdren) heilt obere
(untere) Schranke von T: & V t€T gilt t<s (t=s)
2.)T heiBt nach oben (unten) beschrankte I eine obere (untere)
Schranke von T

3.)T heiBt beschrankt:e T ist nach oben und unten beschrankt.
4.)Ein [ €K (s €K) heiBt kleinste obere Schranke oder Supremum von

T (grdoBte untere Schranke oder Infimum von T): <

o)y (S) ist obere (untere) Schranke von T

B) ¢ <s V oberen Schranken s von T (S >s V unteren Schranken s von T)

Bez:S

Andere Formulierung:

a=supA: {

=supT (S =inf T)

Vxe A: x <a d.h. a istobereSchrankevon A
Vee R x <c Vx€e A= a <c,d.h.a ist obereSchrankevon A
a€R ist kleinste obere Schranke von A
Bem:a€T, z.B. T={t|t=a} = a=inf T=min T
a¢T, z.B. T={t|t>a} = a=inf T#min T

Bsp/Merkskizze
T={x|a<x<b}, *d.h./a,bgT
a &~ N b
| . . |
S inf T sup T =
untere grolte kleinste obere
Schranke untere obere Schranke
Schranke

Bez:1.)Ist TcK nach oben/unten nicht beschriankt, so schreibt
man supT:=ow (infT:=-o) (dann existiert supT/infT nicht)
2.)Fir T=© sei sup ©@:=-0, inf T:=+4o0
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Bem:1.)TcK ist beschrankt © 3 ceK mit |t|<c V teT
2.)Falls existent, sind sup T und inf T eindeutig bestimmt

3.)Sei TCK, T#@, d sup T bzw inf T =
sup T = min{s|s ist obere Schranke von T in K]
inf T/#ﬁmaxﬂs|£ ist untere Schranke von T in K|
d.h.gsdp T und inf T missen nicht, koénnen aber €K sein.
Wenn sup T bzw inf T €K, siehe S1.3.1 2.

Zusatzliche Ausfihrungen:

Seien A#©, A,BcK und sei C€K. Wir schreiben dann

A<C © (>A o V a€A :a<C obere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A>T & (<A & V a€A:a>C untere Schranke, muss nicht in A enthalten sein
A<B © B>A o VYV b€eER:A<b

Jedes T mit A<T heiBt obere Schranke fir A, jedes T mit A>C heilt untere
Schranke fir A. Falls A eine obere (untere) Schranke besitzt, dann heiBt A
nach oben (unten)beschrankt. Falls A nach oben und unten beschrankt ist,
nennen wir A kurz beschrankt.

a€A, welches gleichzeitig obere (untere) Schranke von A ist, heildt
maximales (minimales)Element oder kiUrzer Maximum (Minimum) von A und wir
schreiben:a=max A (a=min A).

S1.3.1(501) Vor.:Sei K angeordnet und TcK, T#©, se€K
Beh:1.) (=sup T: & )

S

B)V e>0 ist
< V te€T: t<, und V &0 I t.€T mit t> -¢

ist obere Schranke von T und

i;—s keine obere Schranke von T

Bew:Negation von f):3 &>0 aus K und V t€T: t<  -¢ <«

3 >0 aus K: é:é}-%m ist obere Schranke von T, die

kleiner als ', ist

analog
s= 1inf T:e a)s 1ist untere Schranke von T und
f)V e>0 ist s +&¢ keine untere Schranke von T
o V teT: t=s und V >0 I t.€T mit t.<s +¢

inf T=ws s +€ s —€ s=sup T
| | |

|
|E| tsIET |E| tIEET

2.)d max T & I sup TeK und sup TET: max T=sup T
3.)Sei (K,<) und T={xeK|-1<x <0}=(-1,0]
max T=sup T=0, inf T=-1, min T existiert nicht.
4.) K=R, 2A,BcK, A,B#©® und beschrankt.
Z.z sup(AUB)=max{sup A,sup B}
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5.) K, (d.h.0€K,) ist nach unten beschrankt durch C=0. Ist MmekK,
= N /2€eK, und N/2<MN. Also kann kein Element von K.
gleichzeitig untere Schranke von K, sein und deshalb ist 0 die
groRte untere Schranke von K, = 0=inf K,. 0¢€K, = K, besitzt
kein Minimum.
K, nicht nach oben beschriankt, denn gibe es eine obere
Schranke fiir K,, etwa C, so widre sowohl (€K, also auch {+1€K,,
und mit C+1>C ergibt sich ein Widerspruch.
6.)Seien x>0 und A,={a>0:a’<x}.
Falls UC=sup A, existiert, dann gilt C’=x.

D1.3.2(505)
Ein angeordneter Korper (K,+,:,<) heiBlt vollstdndig (beziglich <):
o V TcK, T#®@ und T nach oben beschridnkt 3 supTeK.
Ein angeordneter, vollstandiger (bzgl Anordnung) Korper heilt
Korper der rellen Zahlen R
Bem:siehe auch A1.3.13. K=(K,+, -,<) ist vollstédndig: < Jede nach
unten beschrankte Menge TcK, T#©® besitzt ein Infimum infT in K

Fiir folgendes siehe auch S1.3.2
Fir x€R, haben wir in Bsp 5 bei S1.3.1 gezeigt, daB A,={a€ R|a’<x}#0®

=

und nach oben beschrankt ist = 3 C=sup A, = (’=x. Dieses  nennen
D1.3.

Bsp 5))
wir die positive Quadratwurzel von x und schreiben T=./x .
Wir setzen Jo=0.
Erweiterte reelle Zahlen R :
Wir nehmen zu den reellen Zahlen R 2 neue Objekte o und -« hinzu,
R =RU{w, -0} und erweiterte Ordnungsrelation -wo<x<w und definieren die
kommutativen Operationen oo+x=0w V x€R, oo+0wm=0, -0+ (-0)=-0, 00} x=
o fallsx > 0

o fallsx < 0’ aber Ox o nicht definiert, ooxko0=00,
- X

(-=00) k 0=-00, (-0) (-0)=00, ——:=0 V x€R.

-+ oo
r 1ist kein Korper (siehe nicht definiertes)
Intervalle [a,®)={xER:a <x<w}, (-o0,b)={xER:-0w<x<b}

D1.3.3(506) Seien a,b€eR, a<b, Dann sei
[a,b]:=[x€ER| a<x<b] abgeschlossenes Intervall mit Endpunkten
a,b
(a,b]:=(x€R| a<x<b},a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
[a,b) :=[x€ER| a<x<bl},a<b halboffenes/halbabgeschlossenes Intervall
(a,b) :=[x€R| a<x<bl,a<b offenes Intervall
(-0,b]:=[x€R| x<b}, (-o,b) :=[x€R| x<b]
[a, o) :=[x€R]| x=>a], (a,»):=({x€ER| x>a]
(-0, ) :=R unbeschriankte Intervalle
Aus dem Zusammenhang muss sich ergeben, ob (a,b) offenes
Intervall oder Paar von a und b ist.
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S1.3.2(515)

Vor:Sei x>0,x€R.

Beh:d genau ein y€ER mit y>0 und y’=x
(y=:+/x Quadratwurzel aus x)

Bem:
1.)Sei [0,0)={x€ER|0<x}, dann ist f:[0,0)—>[0,o) definiert durch
xP f (x)=x? eine Bijektion mit Umkehrfunktion (0=<x;<x, = x;°<x,?)
injektiv £ : [0,0)>[0,0) xb Jx
f: R,-R,, xPx? ist bij, d.h. I Umkehrfunktion f':(y)=+»
Quadratwurzelfunktion
2.)a)a,b=0 = Jqg Jb=+ab
B)0<a<b = Ja<b
Y ) a? =) =lal
3.)Die Funktion f:R,—-R,, xPx? ist bijektiv,
d.h. 3 Umkehrfunktion f'(y)=.v (Wurzelfunktion)

D1.3.4 Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d: XxX— R, heilt Metrik
auf X, wenn fir beliebige x,vy,z€X, die folgenden Axiome erfiillt sind:

1.) d(x,y)=0 & x=y

2.) Symmetrie : d(x,y)=d(y, x)

3.) Dreiecksungleichung: d(x,y)=<d(x,z)+td(z,V)

S1.3.3 Positive Definitheit
d: XxxX—»R = d(x,y)=0

D1.3.5 (5106)

(X,d) heibt metrischer Raum, wenn d eine Metrik auf X ist. (Manche Autoren
fordern zusatzlich, dass X#0O .

In der Praxis bezeichnet man zumeist X allein als den metrischen Raum,
wenn aus dem Kontext klar ist, dass in diesem Raum die Metrik d benutzt
wird.)

Eine Abbildung vom Raum in sich selbst heilt Isometrie, sofern sie die
Metrik erhalt. Figuren, die von einer Isometrie aufeinander abgebildet
werden konnen, heillen kongruent zueinander.
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1.4(600) Funktionenrdume, gerade/ungerade

D1
Se

D1

D1.

1.

Funktionen, monotone Funktionen

.4.1(600) Funktionenrdume
i D#@. Fur Abbildungen f,g:D—K seien f+g, fxg:D— K definiert durch
(f +9 x) = £fx) + gx)
(f % g) (x) = £(x) * g(x)
Es liegt nahe, eine Zahl a mit der konstanten Funktion f (x)=a
V x€D zu identifizieren, so daB auch axg definiert ist. Damit
wird die Menge aller Funktionen von D nach K ein Vektorraum iber

K. Ein beliebiger Teilraum dieses Vektorraums heift dann ein
Funktionenraum auf D.

Ein f:D— K heiRlt gerade bzw ungerade, falls

DcK ist mit x€D = -x€D und falls

f(x)=f(-x) bzw f(x)=-f(-x) V x€D gilt.

Fir £:Do K sei |f|:D> R definiert durch |f] (x)=]f(x)| V x€D. Wir
nennen f beschriankt, falls ein KeER, existiert mit |f(x)| <K V x€D.

YV xX€D:

.4.2(600) Fur £:Do R seien |f|, f', f definiert als

£l (x)=1£f(x)], £ (x)=max{f(x),0}, f (x)=max{-f(x),0} V x€D.

Fir f,g:D— R schreiben wir f <g falls f(x) <g(x) V x€D gilt. Wir
nennen f nach oben beschriankt, falls ein KER existiert, sodass
f(x) <K V x€D. Analog heiBlt f nach unten beschrédnkt, falls -f nach
oben beschrankt ist. Falls beides gilt, ist f offenbar beschrankt
im oben definierten Sinn.

Folgendes erst nach D1.3.1 lesen, siehe Hinweis dort.

Wir schreiben auch sup.epf (x) statt sup f£(D), und entsprechend
infiepf (X), max xepf (x), min cepf (x), falls letztere existieren.

4.3(601) Monotone Funktionen

Sei DcR und f:D— R. Die Funktion f heiBt (auf D) monoton
Wachsend Vs (fallend \ ), falls x,y€D, x<y =

f(x)=f(y), (£(x)=f(y).

Falls sogar immer f (x)<f(y), (£(x)>f(y)) gilt, heiBlt f streng
monoton wachsendT(bzw. fallend l). Beachte, dass streng
monotone Funktionen immer injektiv sind.

5(700) Die natirlichen Zahlen und das Prinzip der
vollstandigen Induktion

Natirliche Zahlen: 1,2:=1+1,, 3:=2+1 usw

D1
1.

2.

.5.1(700)

)Eine Teilmenge TcR heift induktiv:e

o) 1€T und f) t€T = t+1€T V teR (t+1€T V teT)

Bsp:[1, )

) Sei I die Menge aller induktiven Teilmengen T von R (Ic(P(R)),

dann heiBt N:= | | 77 die Menge der natirlichen Zahlen.

7 =7

Bem: REI = I#©@ (siehe Kdrperaxiome)

Eigenschaften von N:

1.
2.

) N ist induktive Teilmenge von R
) (.)N ist in jeder induktiven Teilmenge von R enthalten =
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(..)N ist kleinste induktive Teilmenge von R

Bem:1.)0¢N, da mit T auch 0€TN[1l,©) eine induktive Menge ist,
([1,0) :=[x€R|1<x])und NcTN[1,0), 0&[1,w) gilt) und damit

o I | 77 =:N

#1.)0€N, da mit T auch i;ﬂ[l,w) eine induktive Menge ist,

#  ([1,0) :=[x€R|1<x})und NcTN[1,0), 0&J[1,®) gilt) und damit

# o I | 77 =N

Bez: No=NU{0] ist induktiv und heiBt die Menge der nichtnegativen
ganzen Zahlen

Sei AcN so, daB 1€A und der Schluss x€A = x+1€A richtig sind (mit anderen
Worten :A ist induktiv). Dann folgt bereits A=N
Beh:a) x<1 = x¢&N

b) neN, n<x<n+l = x¢N

S1.5.1(702) Prinzip der vollstandigen Induktion

Vor. V neN sei A, eine von n abhidngige Aussage gegeben und es
gelte
1.)“A, ist wahr“ (Induktionsanfang: IAnf) und

. . A, ist wahr
2.)V neN (beliebige neN) folgt aus , 2 ™ auch
IndHyp: IHyp

A ist wahr , ,
D “ so gilt: A, ist wahr VneN

IndAussage: Iduss

(A 1 = A(n+l))
. —~ — .
vV neN gllt 11 Induktionsbe}‘auptunglst wahr

Induktionsschlufl (IS) n=n+1

Beh: A, ist wahr V neN

Andere Formulierung:T={n€ N:A ., ist wahr}c N.
T ist induktive Menge = TSN (kleinste induktive Menge) = T=N
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andere Formulierung
Geg sel Aussage A(n), welche fir V neN sinnvoll ist. Wir sagen, daB wir
A(n) durch vollstandige Induktion beweisen, wenn wir nach folgendem Schema
vorgehen:
a) Wir zeigen die Richtigkeit von A(l) (Induktionsanfang)
b) Sei jetzt neEN beliebig gegeben. Unter der Induktionshypothese,
d.i. die Annahme der Richtigkeit von A(n), oder auch die Annahme
der Richtigkeit von A(m) V méN mit m<n, zeigen wir die Richtigkeit
von A(n+1l) (Schluss von n auf n+l, oder Induktionsschritt).
Ist dies gelungen, so ist die Menge der neN, fiir die A(n) richtig
ist, eine induktive Menge und aus dem Induktionsprinzip folgt, dass
A(n) fur alle neN richtig ist.
Beachte aber, dass ein Beweis durch vollstandige Induktion nur dann
moglich ist, wenn die zu zeigende Aussage schon bekannt ist.

Beachte noch, dass beim Beweisen durch vollstandige Induktion der
Induktionsanfang nicht unbedingt 1 sein muss, sondern im Allgemeinen
sogar eine beliebige reelle Zahl sein kann, dies ergibt sich durch
Betrachten der a-induktiven Mengen (A1.5.1-A1.5.3)

Das Induktionsprinzip kann auch zur Definition von GrdBen o (n),ne€N,
benutzt werden, indem man
(.) a(l) durch eine Vorschrift definiert
(..)Wenn man a(l)...a(n) definiert hat, eine Vorschrift F angibt,
mit der man a(n+l)=F(a(l)...o(n),n) 2227
Durch ein solches Vorgehen ist a(n) V neN eindeutig definiert

S1.5.2(703)
Rechenregeln in N: V m,neN gilt
1.)n=1 (also 1=min N)
2.)n#1 = 3 keN: n=k+1, d.h. n-1€N
3.)m+neN, d.h. N ist abgeschlossen bzgl Addition
4.)m*neN N ist abgeschlossen bzgl Multiplikation
5.)m-n€EN wenn n<m
andere Formulierung:
A, n=1 :m>1 = m-1>1 und m—-1€N nach 1.)
Am n :m-n€N wenn m>n V m,neN
m-n _q E{L\T o
EN IndHyvp 2
m>n+1, deshalb €N
6.)m>n = m=n+l = Es gibt keine natiirliche Zahl zwischen n und n+1
(n#m = |n-m|=1)

A+ nontl:m>n+l, m-(ntl)= aber m-n-1#0 weil
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andere Formulierung:
Nach (01) gilt n>m oder n<m. |n—m|=n—n1§ N 5? n-m>1 also |n-m|>1
5.) -
Bez:n+l heiBt Nachfolger von neN (n der Vorganger von n+l).
Schreibweise: N=[{1,2,3....], N=(0,1,2,3...], wobei 3=2+1,4=3+1 usw

S1.5.3(705) Prinzip der vollstandigen Induktion 2. Fassung
Vor:V neN seien Aussagen A, gegeben und es gelte
1.)A4 1ist wahr
2.)V neN ist (A, V meN mit 1<m<n = A.,.,) ist wahr
Ay und Ay ...und A,
Andere Formulierung Vor:
Aus ,Aq ist wahr“ V méeN mit 1<m<n folgt stets ,A:, 1ist wahr",
so gilt:
Beh:A,, ist wahr V neN

Bem:Induktion kann auch bei nyE€N beginnen B, :=A(n,+n- 1)

Will man zeigen, dass gilt ,A, ist wahr V n€N,, n>n;,und einem
no€Ny, so kann man das Prinzip der vollstidndigen Induktion
benutzen mit Ianf: A, ist wahr.

Verkiirzte Darstellung/Gegeniiberstellung 1., 2. Fassung:

A, ist wahr

A, 1ist wahr = (A..;,) ist wahr | A,) ist wahr V me{1l,2,...n}
| > A, ist wahr

S1.5.4(707) Archimedisches Prinzip
V a€R 3 neN:a<n(d.h. N ist in R nach oben nicht beschrankt)

Bem:1.) VE>0 I neEN mit 1/n<e(Prinzip des Eudoxos) <
Archimedisches Prinzip
2.)Fir a€R gilt a=0 & |a|<1l/n V neN
(vgl S1.2.1 (406) )
a=0 © |al<e VEEK mit &>0
3.)V a,b>0 3 neN: na>b

S1.5.5(707) Wohlordnungssatz
Vor:McN und M#@ Beh: 3 minM

S1.5.5’ (709) Jede nach oben beschrankte nichtleere Menge M ganzer Zahlen
besitzt ein Maximales Element
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D1.5.2 (711)
In einem Korper K seien Elemente a,a;,a,, ....a,€K fir ein neE N eindeutig
gegeben. Dann definieren wir

(.) Die Summe 25 ay durch Z%i::a

v =1 v=l

m+l

m+l
Za\, = a +Za\,,1 <m<n-1
vzl v=l
Bem:Die Assoziativgesetze besagen: Klammern sind nicht
notig
Andere Formulierung:
0, fallsn < m

n
Z ax:= a,, fallsn =m
K =m h

Ya +a,falls m+1 <n

k=m

(..) Das Produkt I]:aj durch .
-~ [T =|]]a]| 2./ 0 <m<n-1

Andere Formulierung:

N 1, fallsn < m
l_Iak = a,, fallsn =m

k =m n=1
l_lak *a,fallsm+1 =2n
k=m
n
Motivation log(ap*ami*....*a,) = Z: log ay)
(...)Die Potenzen a" durch a“=a*a"!.

Fiir die Potenzen gelten die idblichen Rechenregeln.
Bem:1.)Satz 1.5.4 = obige Summen und Produkte sind V neN eindeutig
(rekursiv) definiert
2.)Aus (Al), (M1) folgt mit Induktion, dass n-fache Summen und
Produkte unabhangig von der Klammersetzung sind

n n
Z ay=a;ta+....ta,, I I Ay= A1’A2 e ... dpe.
=1 v=
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m mal
f——%\

sk k%
a*a*a*.. *a _

#3.) m>n: =a"",
a*a*.. . *a
%/—/

— -n_— -m— ~0—
# m=n: a""=a""=a’=1,
1 ! a’
p— _—_—_ O—n_ -n
# m=1 an_a*a*un*a_a*a*....*a_a =a
n n
m mal
— 1 0
¥ - - (m-n a
Cl*a*,..*a _— 1 1 e 1 ¢ ) —— 0- (n-m)
# m<n: ————————“g*ag*. . *a~ 7| =|— = kg% kg =a =
atarTa"...md R a a a R

n-m n-m
n

<0

4 amuHm:agzj usw Grundlagen Algebra

Andere Formulierungen:
Sind n reelle oder komplexe Zahlen a;,... a, gegeben, so bezeichnet im

Folgenden 25 a; immer die Summe und I]:aj ihr Produkt. Sinngemdl schreiben
j=1 j=1
wir Summen und Produkte von Zahlen, deren Nummerierung nicht bei 1,

sondern bei 0 beginnt. Falls n <0 ist, soll immer 25 a;=0 und I]iaj=l

j=1 j=1
gelten. Man sagt: Eine leere Summe ist gleich 0, ein leeres Produkt gleich
1.

Allgemeiner: Ist J eine endliche Indexmenge und ist f:J—- K,

j »f(j)=£f5, eine beliebige Abb, so schreiben wir lg'fj fir die Summe der

Ja7
Zahlen f; (und analog fur das Produkt). Wegen der Kommutativitat der
Addition ist es dabei unerheblich, in welcher Reihenfolge wir die Zahlen
addieren.
Ist etwa J={1,...,n}x{1l,...,m}, so ist j&€J ein Zahlenpaar (i, k) und wir
schreiben f;, statt f ) .Die Summe dieser Zahlen ist dann eine sogenannte

Doppelsumme und wegen des Kommutativ- und Assoziativgesetzes gilt 4§: fi=
a,sd

n m

Y (Y f0=3 (O £
i=1 k=1 k=1 j=1

Entsprechendes gilt auch fir Produkte.
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Bem: ay, (m<v<n;, my<v<n,) m;=m,=1 n;,n,€N.

n 1, n n,

n
all a12 ...... . alilz Z Z avu: : Z b\/, Z bv: Z a\/u .

v=mp o u=m, V=, v =m, U=,

n o, ny

aoi v e e "'a2’72 = Z Z Avu
1

LH=m 2 vV =i

asi asz ass l<u=v
an1 dn2 an3 .......................... Ann

S1.5.6(718)Unleichung von Bernoulli
Vor:x€R, x=-1, neN
Beh: (1+x)" >21+nx,
Gleichheit gilt genau dann, wenn x=0 oder n=0 oder n=1
Bem:1.)n=0 (1l+x)%°=1 > 1+40-'x
2.)Fir x=-1, n=2, x#0 = (l+x)" >1+nx anstelle von =
...Induktionsanfang n=2

D1.5.3 (750)
Sei M eine beliebige Menge, dann heilt
1.)M endlich:e M=0 oder d me€N und I eine bijektive Abbildung

fﬂ1,2,3,...,m%%n€N|1£nSmk%M, dann heiBt m die Elementeanzahl von M,
m=|M|, (1@]=0) .
Mit a,:=f(n), 1<n<m ist M=[a;,a,,as, ...,a, mit a,=f*(n), 1<n<m

2.)M unendlich:< M ist nicht endlich (|M] :=»)
3.)M abzdhlbar:< I eine bijektive Abbildung f: N-M
(d.h. M=[{a,:=f (n) |nEN|
4.)Eine Menge heiBt abzahlbar unendlich, falls es eine
bij Abb f: N-M gibt
5.)M hochstens abzahlbar:e M ist endlich oder abzahlbar unendlich
6.)M idberabzahlbar: & |[M|=0 und M ist nicht hoéchstens abzahlbar
7.)Eine Abbildung f: N-oM#®@ eine Folge aus M: (a,) oder besser (a,) .
mit a,=f (n), neN..
8.)2 Mengen heiBRen gleich machtig, wenn eine Bijektion zwischen den
beiden Mengen gilt.
Bem:1.)Abzdhlbarkeit bedeutet gleichmdchtig wie N.
2.)Eine Menge M ist hdchstens abzahlbar bedeutet:
d injektive Abb ¢:M—N

cM

S1.5.7 (750)Teilmengen von abzadhlbar (unendlichen) Mengen sind héchstens
abzahlbar

S1.5.8(751)Eine unendliche Menge besitzt eine abzahlbar unendliche
Teilmenge

#Damit ist ja nicht gesagt, dass es keine anderen Teilmengen gibt.
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S1.5.9(751)Das kartesische Produkt zweier abzahlbar (unendlicher)
Mengen ist wieder abzahlbar (unendlich).
S1.5.10(752) Seien A, hochstens abzidhlbare Mengen V neN. Dann ist die
Vereinigung A=U'_ A, hochstens abzdhlbar.
Bem:a) M ist hochstens abzidhlbar bedeutet: 3 injektive Abb @:M—=N
o) Sind A, paarweise disjunkt, so ist die Abb @:an— (k,f) abzahlbar
nach S1.5.8

A— NxN im Allgemeinen nicht surjektiv,aber injektiv ?

A hochstens abzahlbar
f)Sind A, nicht paarweise disjunkt, so B;:=A;, B,:=A;\B,
B3-=A3\(B UB2),usw ...By paarweise disjunkt
A =U;_ By
b) |M1|— ; IMyl=m = [|M;xM,|=nm

S1.5.11(752)Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar unendlich

S1.5.12(752)Falls A mindestens 2 Elemente hat, also etwa {0,1}, dann ist
die Menge aller Folgen in A iberabzahlbar.

Bem:Wie wir spater sehen werden, folgt aus obigem Satz, daB die Menge
der reellen Zahlen in einem beliebig kleinen Intervall [a,b] mit a<b
immer Uberabzahlbar ist. Da ein solches Intervall nur abzahlbar viele
rationale Zahlen enthédlt, ist sogar die Menge der irrationalen Zahlen
in [a,b] iUberabzahlbar.

S1.5.13(758) Vor:McR, M#® und M endlich

Beh:M besitzt ein Minimum und ein Maximum

Bem: |[N|= o unbeschriankt, andernfalls 3 m=max N, meN und m+1eN
Widerspruch

D1.5.4(758)
1.)Die Teilmenge von R: Z=[a€R|aeN, oder -a€N}| heilt Menge der
ganzen Zahlen Z=NU{0}U{-n:neN]|

2.) Die Teilmenge von R:Q=[p/q€R|p€Z und g€Z/{0}], heilt Menge
der rationalen Zahlen in R

.)Die Teilmenge von R:R\ Q heiRt die Menge der irrationalen

Zahlen R (z.B..2)

R =RU{w, -}

V x€R:-00<x<o0

—oo=(—1) o0

V x€R:oo+x=00

w

\10‘\()7»-&-

-)
-)
-)
-)

8.)V xeR,:0x=w0

o0, falls x >0 . o
0* x= ’ ;, 0% nicht definiert
- o, falls x <0

9.)00+w=0, =0+ (-w)==-0, 0W*w=00, (—00)* ==, (-)* (—00) =00
10.) —:=0 V xeR.

+ o
11.)R 1ist kein Korper (siehe nicht Definiertes)

Bem zu 1.),2.)

Fiir die Elemente von Z und Q ist in natiirlicher Weise eine Addition und
eine Multiplikation definiert, denn diese Operationen sind fir alle
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reellen Zahlen definiert, also auch fiir die Elemente einer Teilmenge.
Fraglich ist hdéchstens, ob das Ergebnis dieser Operationen wieder zur
Menge gehort; dies ist im folgenden enthalten:

Andere Formulierungen zu 1. und 2.):
Zund Q sind abgeschlossen bzgl Addition und
Multiplikation, d.h. fur a,beZ(€ Q) sind auch a+b,
abe Z(€Q) . Ferner gelten in Z die Axiome (Al)-(A4) sowie
(M1), (M2),M(4), (D) und man nennt Z deshalb einen
kommutativen Ring mit Einselement. In Q gelten alle Axiome
eines Korpers. Man nennt Q auch den Quotientenkdrper von Z.

Bem zu 4.)-9.)

Es gilt das Kommutativgesetz.Distributivgesetz und Assoziativgesetze
gelten, soweit bei der Anwendung keine undefinierten Ausdricke entstehen.
Beachten: o+ (-®0) und 0*w sind hier nicht definiert.

S1.5.14(760)
1.)V m,n€EZ ist m*n, mn€Z (Z,+) ist Abelsche Gruppe
2.) (Q,+,*,<) ist ein angeordneter Kdérper (Unterkdrper von R),

der nicht vollstdndig ist (echt in R enthalten ist)
3.) N, Z, Q sind abzidhlbar, Rund R\Q sind iiberabzihlbar

S1.5.15(759)
1.)V a€R 3 das gréhte Ganze von a, d.h. 3 [a]EZ mit
[a]<a<[a]+1, [a]:=max[n€Z |n<a]

2.)Va,beER,a<b (.) I geQ mit a<g<b und (..) I deER\ Q mit a<d<b
Andere Formulierung:

Zwischen 2 bel reellen Zahlen liegt immer eine rationale Zahl
3.)Zwischen 2 bel rationalen Zahlen liegt immer eine

irrationale Zahl
#4.) p,e€ER, V &0 3 reQ: p-s<r<p+e, d.h. r liegt zwischen p-& und p+e.

#5.) p€R, I eine Folge (r,)€Q, r, foder)\ . Lim r.=p

n-=
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S1.5.16(764) (Division mit Rest)
V peZ und neN 3T eindeutig bestimmte Zahlen g&€Z und
re{0,...,n-1}mit p=nq+tr______
Sei meN fest. V neN I g, reNy mit n=gm+r & 0<r<m und g,r sind eindeutig
bestimmt.

S1.5.17(764) (g-Adische Zahlendarstellung)
Sei geN\{1}. Dann gibt es fiur alle neN eindeutig bestimmte Zahlen
p€N, und z,€{0,1,...,g9-1} mit 0<k<p, sodass n=z,+z,g+...2,9°, z,#0.
Andere Formulierung:
Es sei geN\{1l} fest gegeben. Dann gilt fiir jede naturliche Zahl

n: n=Z ovg' mit p:=max{veN;:g*<n}, o€{0,1,...,9-1}

v

D1.5.5(766) Seien a,b€R, a<b

)
[a,b] :={x€ER: a<x<b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) :={x€ER: a<x<b} halboffenes Intervall
(a,b] :={x€R: a<x<b} halboffenes Intervall
(a,b) :={x€ER: a<x<b} offenes Intervall
(-0,b] :={x€R: x=<b}, (-o,b):={x€ER: x<b},
[a,©] :={x€ER: x=a}, (a,x):={x€R: x>a}, (-o,o) sind

unbeschrankte Intervalle
S1.5.18(766) Intervallschachtelungsprozess
Vor:Seien I.,=[a,, b.], a.<b, mit I,,<I., V neN
Beh:d mindestens ein x€R: xerfln, d.h. a,<x<b, V neN

n =1

Bem:1.)an: =a,, bui<b, V neN, a,<a,, V m=n, b,<b,, V m=n
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1.6(800) Die komplexen Zahlen
Es soll ein R umfassender Kérper konstruiert werden, in dem die Gleichung
x’+1=0 losbar ist.

D1.6.1(800)

Die Menge R?=RxR=|(x,vy)|x,yER} mit Verkniipfungen

+: (RxR) x (RxR) — RxR, R?xR? = R?: (x1, y1) + (X2, v2) P (x1+x2) + (y1+V2)

* : ( RxR)x (RxR) — RxR, R*xR*-R?* : (%1, v1) % (X2, y2) P (X1X2=V1V2, X1V2+X2V1)
heiBRt Kérper der komplexen Zahlen C={z|z=(x,y)mit x,yER}

Beachte z;=(x1,y1)=(X2,V¥2)=2, © x;=X, und y;=y, siehe D0.1.2 oder

Die Menge aller Punkte z=(x,y)"€R, zusammen mit den Verknipfungen

[Xl N Xz] _ X1] [Xz] _| %1% T Vi
Ya Yo V. * Y, Y.i) \¥Y> XY, * XV,
heiBt Menge der komplexen Zahlen C, oder die komplexe Zahlenebene.

X, +x2
14

S1.6.1(800)

1.) (C,+, %) ist ein Kdérper
Bew:siehe A1.1.7 (306)
Mit diesen Verknupfungen ist C ein Kdrper, d.h. es gelten die gleichen
Regeln bzgl + und % wie in R und die Addition komplexer Zahlen
entspricht genau der Vektoraddition in RZ?.
Wir identifizieren x<>(x,0)" fur alle x€R, damit ist R ein Unterkdrper
von C. Die Zahl 1 entspricht also dem ersten Einheitsvektor

(1,0)"™=i = i?=-1 und z:[x]:x+iy V zeC.
v
\
2.) Cr:={(x,0)|x€ER} ist ein Untenkdrper von C, der zu R isomorph ist.

¢: R» Cr definiert durch xF%(xLO) ist ein Isomorphismus von R auf
Cr, (d.h.@ ist bijektiv mit \
@ (x1tX3) = @ (x1) @ (X2) , @ (X1kX2) = @ (X1) k@ (X3) V xi, x,€ER)
Bew: @ (x1+%5) = (X143, 0) = (%1, 0) + (x5, 0) = @ (1) +9 (%)
@ (X1 X2) = (%2, 0) = (x1,0) % (xb, 0) =@ (x1) *k @ (x2)
3.)Flir imagindre Einheit i:=(O,l* gilt
i?=i%i=(0,1)*(0,1)=(0*0-1*1,0%¥1+1*0)=(-1,0)=-1€R
4.)z=(0,1) erfillt z?=(-1,0) \
5.) C kann nicht angeordnet werden, da 1i°=-1<0, Widerspruch zu
>0 sein \
\
Kartesische Schreibweise der kompﬁexen Zahlen

A,O0) ~ O
z€C, z=(x,y)=(x,0)+(0,y)=9{é0) == tT==_ Q,Ll)
ecy =1

z=(x,y)=(x,0) x1+(y,0)1 il —— — 5
=x% l+yi=x+iy, x,vER ﬁ;///): Jéff:>>§1+&

2 mub
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Bezeichnungen:Sei z=x+iy x,y€ER 12=-1

l.)x:=Re z Realteil von =z

:=Im z Imagindrteil von z

:=x-1y die zu z konjungierte komplexe Zahl
|z|:={x> +y> =20 Betrag von z=Abstand von z zum 0 Punkt

(zo) :={z€C :|z-2,|<r} ist eine Kreisscheibe um z,€C mit Radius
r (>0)

2.)Y
3.) =z
4.)
5.)U

Fir z=x+iy€ C gilt immer (|z|=4x" +y" =0)
max{ |X| ’ |Y| }S | Z|:\/x2 + yz <\/2max{x7,y/)ﬁ\/2max{\x\,\y\) <

Jemax{|x|,|lyl}<2 ( )

IX\+|y\
%/—/

2max{ x|yl }

Beachte, dal die obige Definition des Betrags einer komplexen Zahl im
Falle y=0 (also z€R) mit der friheren Definition des Betrags der reellen
Zahl iUbereinstimmt.

Die komplexen Zahlen werden als Punkte der Ebene R? identifiziert.
GauRlsche Zahlenebene.

C 14Bt sich nicht anordnen, sonst widre V z#0, z?>0, obwohl i’=-1
Widerspruch!

Da sich C nicht anordnen l&dsst, ist es sinnlos, Ungleichungen zwischen
komplexen Zahlen zu betrachten. Allerdings kann man Ungleichungen
untersuchen, in denen nur Betrage komplexer Zahlen auftreten. Z.B. gelten
die Dreiecksungleichungen auch fliir Betradge komplexer Zahlen.

(801)Eigenschaften der komplexen Zahlen
Fur z,z,,z,€C gilt

1.)Re z=1/2(z+=%) Im z=—l—(z—£)=L£-(£—z) da i®=-1, 1/i=-1i
2i 2
z =x +1y —_ —_ ) 1 -, -1 _
= w- iy Z+z =2%X, Z-xz =21y (y—z(z z )= 7(2 =z )

z, .
— mit z,#0,
Z

4.)z=x+iy, Ix|=|Re z|=x> <+ =lzl|, Iyl=1Im z|=y" <+ =1z
1) 1
')[;]_ X + 1y
S1.6.2(802)
Vor. Sei z,z;,z,€C dann
1) lzl=vz -2 lz|=]-2z|1=0 V z€C und |z|=0 & z=0, |z|=|z |=z=z
|z,

h2|

=/x-iy

a1

=2 2+lz 2 : ST =
Xty ¥ +y (x+1y) (k- 1y) x- 1y

X . y x + iy 1 1
z

\X2 + y2

Z,

2.)|2122|:|21||22|, falls 22750

Zs

3.) A Ungleichung
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lz1tzo [ <Mzl +lz2l, Tzil—-lzol Sl zitz | =Sz I+ 220,
lziEzo =zl =1zl =211 =122]
»=, gilt © z,=A 2z, oder z;=Az, A=0
z
Bem:1.)Re z<|Re z|Z|z|Z|Re z|+|Im z]|,
Im z<|Im z|=Z|z|Z|Re z|+|Im z]|,

. X S‘x‘
2.)z=x+iy = <y Slz|<Ix|+|yl *da (x*+y?) =< (Ix|+]|yl)?
Yy =1y
3.) z=x+1y#0, 1/z=z1=2 = Zz=X2- lyz= zx 7 —1 zy 2
ZZ ‘z‘ X" +y X" +y X" +y
4.)der Betrag fur z€R stimmt mit dem reellen Betrag
iberein
D1.6.2(803)

Fir zeC: z%:=1, zl:=z, z"l:i=z*z", z":=(1/z)" (n€N, z#0)

S1.6.3(803)
Fiur zeK (Korper) und n€Z sei fiur -ne€N nz:=(-n) (-z)und,
falls z#0, z":=(z?')™=(1/z)™ V n,me€Z und zeK gilt
nz+mz=(n+m)z, m(nz)=(mn)z, nz+nw=n(z+w), (z,w#0, falls n,m<0)
(.)zhz"=z"™m
(..) (2")"=z™
(...) (zw)?=z"w" , z,w#0 flir n,m<0
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1.7(900)
Definitionen

(900) Idenditaten:

n-/(

1) a=Xa 20X a=3 an wezy 3N
= = k=m-/
4.) E ak=E Ann-v Kommutativgesetz

zur Erlauterung:
v | m | m+1
n+m—v| n

cz -\

0
6.) 2 l=n-m+l falls n>m (Bsp 3 1=6-5+1=2)
= k=5

| m

5. (cay) Distributivgesetz

) >

7.) (axtb)=(> a0 * (X by, nzm,
8.)m,ne”Z,V a,eC, k=m
) | Z ay| SZ |ax| (n=m) (Dreiecksungleichung)

n n
Y1 Y ad=la.l- Y
k=m

k=m+1

n
E Avu Z E Ayu=
=T} v =1 o

lax| (n=m)

.J'T' avp,: E aVM

9.) ¥ > X

yVou

Einige Identitaten, Ungleichungen und

n-1
ax= Z axtan

k=m

_ %
Pl i T b= Z T Avu s b, o, S
= 11 1712 -
aw: (M=v=n;, m=<u=<n,)
m=m,=1, n;,n,EN:
v w 1 2 n,
a
1 aill §-1_2____ 1n,
a
2 dz1 dz2 n;
' |
' |
n; anwl amZ an‘3 niny
m=m,=1, n;=n,=n, l1u<v=<n

3,

(Zeilen addieren) v=i u=

I n
2 XA,

= u=l v=u

(Spalten addieren)

=

w N - <

1 2
ai
ay, v,

aszy ‘fayias

An1 —pSn2 M®n3.

1=<v=n 1=u=n
1=<u=v w=<v=n
n 1 2 3 n
ai
a» Yao

dsi ¢a32 é
vy

v
dn1 * dn2 ¢an3 %

_G-nn ann
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10.) (0<v<k<n) * M 1/x=% M 1/k= M 1/xkM¥N 1= M 1/kk=7% 1-n

S1.7.1(901) m=<neN und Koeffizienten a,eC, m<k=<n.

b (ax—ax+1) = (an—am1) t (A1~ 3me2) + (Ami2=3ne3) T+« (@n—ans1)

= ap—ans heilt Teleskopsumme
A ay:=ay—ay; die erste Differenz bei ay.
Andere Formulierung:

n

Z (Ax+1—8k) = Anni—an
k=m
)
S = N
3 ) N WAL - K hyy=3 M ke k=
. k¥ 43k +3k+1-K° 5 —"-'-E'-_"“ 4 el
38 = (n+1) - (1) = (nt1) ((n+1)2—37n—1)=
(n+1) (n2+2n+1—3?n—1)=(n+1) (n2+% )=n(n+1) 21
N _ + I (2n + |
— k? &
4.y Y ((k+1)-xY, (n+1)=Y k+4kP+ekiH4k+1-k!
E Ki=1/4 ( (n+l)4—6n(n + 1)6(2n + 1)_4 n(n2+ 1) (n+1) ) =
1/4 (n+1) ((n+l)3*-n (2n+1)-2n-1)=1/4 (n+1) ((n+l) - (2n+1) (n+l))=
1/4(n+1)%((n+1l)%-(2n+l))= %in2hﬁﬂjz=(jj k)%= EE%;;H
5 n l B n (l ] 1 o 1
TE Rk +1 2k k+1 n+1

S1.7.2(904) Endliche geometrische Reihe
Vor.Seien a,beC, neN,
Beh:
n+la=1
19N a=l1-
: 1-a

2 . ) an+l_bn+1: (a_b) E akbn—k
,a #1 ;

S1.7.3(904) Abelsche partielle Summation
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m<n€N und Koeffizienten a,b.€C, m<k=<n-1, m=<v<k, M a,=a,—apm
k
n n-1 n-1
b
> ab, =anZ bk+Z A akvz_:n V=:aan+Z M ayBy.
= k=m k =m %/—/ k=m
=B,
D1.7.1(906)
Fir neN,, o€C sei

. 1 firn =0 : ..
1.)n!:=[l ﬁ={ heilt n Fakultat
| 12k ...%xn, n €N

0!'=1, weil ein leeres Produkt den Wert 1 haben soll.

_ o 1fiirn =0
2.) 1 ];:[I“"+]_:J= - 1) ... (@-n+1)

] ,1 €N
n!

heiBt Binominalkoeffizient a iber n
| =1 entsprechend 1.)

S1.7.4(906) Fir a€C und n,m,keN, je N gilt

1yt 4+t ) =020
| Ufallzn <o
2000 = : .
[ . T -
, = ! ! = .
3.) Lo =(ﬂ_n,) - a = o L2 )l falls n=m
2o (n-mn+m-n)! mn-m!z2.
4y <) <5 o<ksn
Andere Formulierung:
. k(k - 1 .
DK Dy o (n) <
K! n k!
of 4 o+ 1
RO e IR I

6.) Aus 1.) = Binominalsatz. V a,b,z€ C und neN, gilt

(a+b)“=‘§?f ] a*b”*zﬂgjf I b*a*, wenn man a’=b’=(a+b)’ setzt
(1+z)“=‘Ej (Z) 2k

a=b=1 = 2“=_: (o, 0%=1

a=-1,b=1 = E (01 (=1)v=(1-1)"=0" neN,
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Bem: Pascalsches Dreieck 0<m=<n

n=1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=5 1 5 10 10 5 1

k Ed
10= ( )=2 ; 3 (;‘_,)Jr(;‘) entsprechend 5.)

o+ 1 of o

b) Z ( ” )4 = ( 275 ), Hinweis: (1+x)n (1+x)n=(1+x)2n
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1.8(1000) Arithmetisches und geometrisches Mittel

D1.8.1(1000) Fir xi,...x,€ER, heilt

A(xl,...xn)=l/n25 %y das arithmetische Mittel der Zahlen xj.
J=

Falls alle x5;=0 sind, heilt

G(xl,...xn)=JI]:xj das geometrische Mittel der Zahlen xj.
§=1

Ay, ..., %)

n

S1.8.1(1000) min{xl,...xn}s{ }Smax{ X1, o« «Xn}

Gy vuey X))

S1.8.2(1000) AGM Ungleichung
XipoeooeXn20: G(X1,...%,) SA(Xy,...X%X,) und Gleichheit tritt genau dann
ein, wenn alle x5 gleich sind.

$1.8.3 (1002) Fur a=0, a#1, n,peEN und 1<p<n gilt immer

+ - -
Jar<Permo o P gy P, Pa
n n n n
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1.9(1100) Polynome, rationale Funktionen

D1.9.1(1100) Seien neNy, ag,a,az...,acK, z°=1, 0°=1 gegeben, dann heiBt

1.)Die Funktion P:K-K, zkéég ayz® ein Polynom in z mit
k=0
Koeffizienten ay,a:,az...,a, und Grad n, falls a,#0 (n=grad(P) oder

n=y(P)). Polynome y(P)=0 sind konstant P(z)=c#0, ce€C, aber
nicht identisch gleich 0, solche vom Grad n=1 bzw n=2 heilen
lineare bzw quadratische Funktionen.

Die Menge aller Polynome (in der Variablen oder Unbestimmten z)
mit Koeffizienten in K wird mit K[z] bezeichnet, die Teilmenge
der Polynome vom Grade hdchstens gleich n sei K,[z] fir neN,.

Beachte:grad(Q(z))=0 falls Q(z)=as#0, f:zk%é? azk==0 V z > f=0

k=0
2.)Ein z,€K ist Nullstelle von P: & P(z,) =0

Wir nennen z, eine Nullstelle m-ter Ordnung, oder Nullstelle der

Vielfachheit m von P, wenn es ein Q€K[z] gibt, so daB

P(z)=(z-2¢)"Q(z) V z€K gilt, und Q(z,) #0.

Bem:Das Polynom x°+1 hat offenbar in R keine Nullstelle, in C dagegen
besitzt es 2 Nullstellen, namlich i und -i. Wir werden spater
beweisen, dal jedes nicht konstante Polynom mindestens eine
Nullstelle in C besitzt.

3.)Mit Polynomen P,Q: K=K ist die Funktion
P)

Q=)

R: K\[Nullstellen von QJ—-K, zb eine rationale Funktion.

Andere Formulierungen:
Sind P,Q€K[z] und ist Q nicht das Nullpolynom, so ist der Quotient
P/Q uberall dort definiert, wo Q(z)#0 ist. Wir nennen P/Q eine
rationale Funktion und die Menge der z mit Q(z)#0 heilt ihr
natlirlicher Definitionsbereich. Die Menge der rationalen Funktionen
sei mit K(z) bezeichnet.

4.)P=0 (d.h. P(z)=0 V ze€K) heiRt Nullpolynom mit y(P) :=-o
Falls alle a,=0 sind folgt P(x)=0 und wir nennen dieses Polynom
das Nullpolynom oder die Nullfunktion.

5.)Sei PeK[x] fur ein n€N, und seien x;,...,x,EK verschiedene
Nullstellen von P der Vielfachheiten m;,...,m,. Dann sagen wir:

P hat m=2:1m Nullstellen in K (wenn wir entsprechend der

7=1
Vielfachheit zahlen, was normalerweise der Fall ist). Die
Aussage, daB P hochstens n Nullstellen haben kann, ist also zu

u
interpretieren als Z: m; <n.
j=1

Beachte, daB die Bezeichnung der Unbestimmten v&llig willkUrlich ist. Wir
werden daher im Fall K=C oft C[z] bzw C(z) fir die Menge der Polynome bzw
rationalen Funktionen mit Koeffizienten in C schreiben.
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S$1.9.1(1103)
Vor:Sei P ein Polynom, Yy (P)=1, n€N,
1.)Ist z,€C eine Nullstelle von P(z), so 3d ein Polynom Q(z) mit
Yy (Q)=n-1 sodass gilt P(z)=(z-2z0,)Q(z) V zeC
2.)P(z) hat hoéchstens n Nullstellen in C, auRer wenn es das
Nullpolynom ist.
Bem: n, nicht n+l entsprechend 0,1,2,.n

S1.9.1’ (1104) Fir ein P( ;S'ap¥€K (Menge aller Polynome) und

beliebiges x,€K ist P (x+x,) 25 b;xd, mit b;= 25'[ J ayxo? V =0, ...n; also

ist P(x+x,) wieder in K[x] und hat den gleichen Grad wie P

S1.9.177(1105)Sei PeEK[x] mit y(P)=n fir ein neEN. Dann hat jede
Nullstelle x, von P eine eindeutig bestimmte Ordnung m, und m=<n.

S1.9.1777(1106) Divisionssatz
Vor: Polynome S(z) EO ,P(z) beliebig.
Beh: 3 elndeutlg bestimmte Polynome Q(z) und R(z) :P=Q*S+R, Y(R)<y(S) S.

a, | +|a, |+.+|a
Sl.9.1””(1105)|z|2p:=2‘ o[ *+lay 4, & |x|=(2G /a,l)Y, GeR, =
a

ol

IP(z) =2 G

S1.9.2(1107)Identitatssatz fir Polynome

Vor:Seien Polynome P ( ;S'akz, )=;S'bgﬁ mit n,meN,, n>m gegeben. Fur
k=0

n+l verschiedene Zahlen zl,....,LWLEC gelte P(z;)=0Q(z;), j=1,2,...,n+1

Beh: m=n und a=by V k=0,1,2,...,n, also P(z)=0(z), 0<k=<n

Bem: Z Z Avu= Z Z Avurs Z Z Avu= Z Z aw , l=<u=<v=n

V=g v=n o, H=mn > v=nog l(—l VvV =u

Bem:Sei eine rationale Funktion REK[x]. Nach dem Nullstellensatz kann das
Nennerpolynom von R nur endlich viele Nullstellen haben. Also ist der
natiirliche Definitionsbereich von R gleich K\ T, wobei T eine endliche (evt
sogar leere) Teilmenge von K ist.
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S1.9.3 (1150) Cauchy-Schwarz Ungleichung
Vor: n€Ng, a,, by€C, 1<k=<n dann

n

Beh: | > ab’< (> ladl?) (3 Iobel?) auch | akbus\/f la,| \/Z b
k=l k=l v=l k=l k=1

v =l

2

v

Bem:Es gilt (.) |3 abl’=(3 lad?) (Y Ibl?) =
k=l k=l v=l
av b, - a,b,=0 V u,v mit 1<u<v<n &

3 A€C: a=Ab, Vv=1,...,n oder bi=A a,
Vv=1l,...,n

(..)Arithmetisches-geometrisches Mittel Ungleichung:
Fir a,b>0 gilt:. ap<(atb)/2

S1.9.3’ (1151) Cauchy-Schwarz Ungleichung

(> label statt |3 abyl in $1.9.3)
=1

k=1

n c 2 < 2
Vor: n€Ny, ay, bi€R, 1<k=<n Beh:Z |akbk|SJkZ_l'a" ébk

k=l [N —
A B

S1.9.4(1152) Cauchy Produkt

Es seien Polynome P(z)=2§ ayz¥ mit a,#0 und Q(z)=2§ byzv mit b,#0
v =0 v =0
gegeben. Dann ist (P*Q) (z) ein Polynom vom grad (P*Q)=n+m mit (P*Q)(z)=2§

v =0

k k
cyzv mit Koeffizienten Ck:Z avbk_v=Z bvarvy, 1 <k <n+m, wobei wir a,=b,=0
v =0 v =0

setzen, wo die Koeffizienten nicht definiert waren.

(1152) Interpolation mit Polynomen

In diesem Abschnitt seien n+l verschiedene Zahlen X, ...x,€EK

(die Stlutzstellen) und ebenso viele (nicht unbedingt verschiedene) Werte
Pos - ..pP.€EK fest gegeben. Unter dem Problem der Polynominterpolation
versteht man die Aufgabe, ein Polynom moéglichst kleinen Grades zu finden,
welches an den Stellen x, die gegebenen Werte p, annimmt.

P(xy)=0(xyx), 0=<k <n, Eindeutigkeit klar.

P(X)=Z asx), P(xy)=px, k=0,...,n
3=0

X - X,
Ly (%)= — (Pol nten Grades)
v=0,v#k Xk - X\,
L (xx)=1, Ly(x.)=0, u#k, 1 Faktor 0 fir u=k
Il Il Lu (Xu)
25 | .
P(x)= o Pxlx (X) = P(X“)zk:o Prlx (Xu) =Pu =1

S1.9.5(1153) Hauptsatz der Polynominterpolation

Zu n+l verschiedenen Stitzstellen xq,...%X, und beliebigen
Werten py, ...pn gibt es genau ein PeK,[x] mit P (xy)=px, fur
0 <k <n.
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D1.9.2(1153) Die Formel P (x)= 25 pxly (X) heiBt Lagrange Darstellung
k=0

des Interpolationspolynoms. Sie ist flir die konkrete Berechnung weniger
geeignet als die im Folgenden behandelte Newtonsche Darstellung.

D1.9.3(1153) Interpolationspolynom Newtonsche Darstellung
Losung
N (x)=aota; (X—-Xo) ta, (X—Xq) (X—X1) +...+3, (X-X1) .. (X—Xpo1)
ykzN (Xk) v 0 Sk <n _-\:3 -
Yo=3ao
yi=aeta; (X:—Xo)
Yo=daogta: (x2—%0) tas (X2—X0) (X2—%1)

Vn=aota: (Xn—Xo) Taz (X,—Xg) (X,—%X1) +....
+an (Xn—X0) (Xa=X1) « v« (Xn=Xpo1)

S1.9.6(1155) Wurzelfunktion

V neN bildet die Abb xPx" das Intervall [0,o) bijektiv auf sich
1

selbst ab & 3 §/§=X*

n

Andere Formulierung:

# xP=a [0,0)—=[0, o) V peN hat genau eine Ldsung x=aL@=§@;§iO.

!

#Bem:1.)Aus Umkehrfunktion: (a?”)ﬁ=uvg)p=aff”=aL=a

P /

# 2.)a,b>0, r==,s=—¢€Q:
q m
a.)aa®*=a""* b) 4 —ges c) (a")®= a*® d) a'b'=(ab)’ e) a =[ﬂ]
a° b b
#81.9.7(1157) a,beR, a,b>0 reQ. (.) r>0, a<b & a<b* (..) r<0, a<b &
ar>b*

D1.9.4(1157)
(.) Sei eine natirliche Zahl n=2 gegeben. Nach
Vorstehendem schlieRfen wir, dass die Umkehrfunktion wvon
xa x" auf [0, o) definiert ist. Wir nennen sie die nte

1 _
Wurzelfunktion und schreiben auch x};=7x fir die nte Wurzel

einer Zahl x=0. Diese Definition stimmt fir n=2 mit der
friheren Quadratwurzel {berein.

J— 1
#(..)a>0, r=p/q, plqENl arzz%ap, a_rzz\q/_p
a
Bem: 1.) Def (..) eindeutig, d.h. a' d&ndert seinen Wert nicht, wenn r=p/qgq
durch Erweitern oder Kirzen zu anderen natirlichen Zahlen
ibergeht
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	(O2)Aus a<b und b<c  a<c (Transitivität)  a,b,cK
	(O3)a<b  a+c < b+c  cK
	(a,b)<, (a+c, b+c)<  cK
	Bezeichnungen, Sprechweisen a,bK
	K angeordneter Körper:( K,+,*,<), < KxK=K2
	1.)a<b  a-b < 0  b-a>0
	5.)a>0  a-1>0
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